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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Hintergrund

Probabilistische graphische Modelle (PGM) basieren auf Abhégigkeiten verschiedener
Zufallsvariablen. In dieser Arbeit werden ungerichtete Modelle, auch bekannt als Markov
Random Fields (MRF), fir diskrete Verteilungen betrachtet. Da sich durch MRFs viele
Verteilungen, wie zum Beispiel die Normal- und die Poissonverteilung [5] darstellen lassen,
ist das Anwendungsgebiet sehr weit. Einige Beispiele dafiir sind Verkehrsvorhersagen [19],

Bildanalyse [16] oder Verarbeitung natiirlicher Sprachen [21].
Wichtig bei der Modellierung von PGMs ist die Wahl der Struktur des Graphen und die

Schatzung der Parameter. In dieser Arbeit gehen wir von einer bekannten Struktur aus

und beschéftigen wir uns nur mit der Schétzung der Modellparameter.

Fiir einen Schatzer ergibt sich die Frage, wie schnell dieser gegen den wahren Parameter
konvergiert und wie viele Daten notwendig sind, um ein hinreichend gutes Ergebnis
zu erlangen. Diese mindestens notwendige Menge an Daten, die ein Schitzer braucht,
damit er mit einer minimalen Wahrscheinlichkeit von 1 — § einen Fehler von hochstens e
hat, wird durch die Stichprobenkomplexitét reprasentiert [4]. Eine nicht genau bekannte

Stichprobenkomplexitéit eines Schétzers kann zu ungeniigenden Giitegarantien fiihren.

Ein moglicher Schétzer ist der Maximum-Likelihood-Schéitzer (MLE). Die Berechnung
des MLE fiir grole MRFs ist sehr rechenintensiv, jedoch gibt es einen weiteren moglichen
Schétzer, welcher sich asymptotisch gleich verhélt, den Maximum-Pseudo-Likelihood-
Schatzer (MPLE). Dieser ist einfacher zu berechnen, jedoch hat laut Duijn et al.|der MPLE
eine deutlich groflere Varianz und damit eine niedrigere statistische Effizienz als der MLE,

daher werden mehr Daten benétigt.

Es stellt sich noch die Frage wie viele Daten bendtigt werden um einen hinreichend guten
Schéatzer zu erzielen. Dies wird durch die Stichprobenkomplexitéit reprasentiert. In [4] wird

eine Schranke fiir die Stichprobenkomplexitit des regularisierten MLE und des MPLE fiir
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Conditional Random Fields (CRF) vorgestellt. In dieser Arbeit wird sich stark an dem

Beweis aus [4] orientiert, um eine Stichprobenkomplexitét fiir MRFs herzuleiten.

1.2 Verwandte Arbeiten

Die Beweistechnik aus [4] basiert auf einem Beweis zum Lernen der Struktur von Ising-
Modellen [26]. Beide Resultate nutzen den Wert des minimalen Eigenwertes der Hessematrix
an der Stelle des wahren Parametervektors 8%, welcher die Stichproben erzeugt hat. Es
existieren mehrere weitere Publikationen, welche sich mit der Stichprobenkomplexitéat
verschiedener Lernmethoden fiir MRFs auseinandersetzten. In [I7] wird ein Algorithmus
fir MRFs mit einer Verteilung iiber {—1, 1}" vorgestellt, deren maximale Cliquengrofie
t ist. Die Stichprobenkomplexitét dieses Algorithmus hédngt logarithmisch von der Kno-
tenanzahl n ab, dafiir aber exponentiell von ¢ und A, wobei A fiir Ising-Modelle iiber
alle Knoten i € {1,...,n} die maximale Summe der Eintrige im Parametervektor 8* ist,
die mit dem Knoten ¢ zusammenhangen. Weiterhin muss jeder Parameter, der nicht null
ist, eine Mindestgroe n haben. In [10] wird weiterhin ein Algorithmus analysiert, dessen
Stichprobenkomplexitédt auch logarithmisch in n ist, dafiir aber von den minimalen und
maximalen Werten, die im wahren Parametervektor stehen abhéngt. Alle diese Stichpro-
benkomplexititen enthalten Annahmen iiber Parameter, die nicht bekannt sind. In dieser
Arbeit konzentrieren wir uns auf die Stichprobenkomplexitit des MLE und des MPLE fiir
MRFs. Diese wird anhand des Beweises von [Bradley und Guestrin [4] fiir CRFs bestimmt,
sodass auch die hier vorgestellte Stichprobenkomplexitit von solchen Parametern abhéngt.
In [4] wird anstelle des MPLE, der verallgemeinerte Maximum-Composite-Likelihood-
Schétzer (MCLE) [20] analysiert. Wahrend die Pseudolikelihood die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten der einzelnen Knoten nutzt, nutzt die Composite-Likelihood die bedingten
Wahrscheinlichkeiten von ausgewéhlen Knotenmengen, sogenannten Komponenten. In [23]
werden Rahmenbedingungen fiir die Wahl solcher Komponenten aufgestellt, sodass die
Berechnung der Parameter verteilt ablaufen kann und der resultierende Schétzer konsistent

bleibt, wéhren in [22] das asymptotische Verhalten des MPLE analysiert wird.

1.3 Aufbau der Arbeit

In dieser Arbeit werden als erstes in Kapitel [2] die Grundlagen der Exponentialfamilie,
des MLE und des MPLE aufgearbeitet. In Kapitel |3| wird die Stichprobenkomplexitét der
beiden Schétzer beziiglich generischer MRFs auf Basis von dem Beweis von |Bradley und
Guestrin| bestimmt. In Kapitel [4] wird die praktische Relevanz der Ergebnisse mithilfe von

synthetischen Experimenten ermittelt und in Kapitel [5| ein Fazit gezogen.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Notation

Die Notation in dieser Arbeit lehnt sich hauptséchlich an [25] und [4] an. In dieser Tabelle

ist die, in dieser Arbeit genutzte, Notation kurz beschrieben.

X

X

x

Ya = Daex
X4,

XAj
T4,
Po(z)

Po(X]Y)

Epy(xv)[X]

ein Zufallsvektor

der Zustandsraum des Zufallsvektors X

eine Realisierung des Zufallsvektors X

eine Summe iiber alle Realisierungen des Zufallsvektors X

ein Teilzufallsvektor des Zufallsvektors X tiber die Indexmenge A;

der Zustandsraum des Teilzufallsvektors X 4,

eine Realisierung des Teilzufallsvektors X 4,

die Wahrscheinlichkeit P(X = ), wenn der Parametervektor der Vertei-
lung @ ist.

die bedingte Wahrscheinlichkeit von X gegeben Y, wenn der Parameter-
vektor der Verteilung 0 ist.

Der Erwartungswert von X gegeben Y, wenn der Parametervektor der

Verteilung 0 ist.

Weitere Notation wird im Verlauf der Arbeit vorgestellt.

2.2 Exponentialfamilie

2.2.1 Markov Random Fields

Markov Random Fields sind ungerichtete probabilistische graphische Modelle. Sie be-

schreiben die Abhéngigkeiten von Zufallsvariablen innerhalb eines Zufallsvektors X mit

3



4 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Hilfe eines Graphen G = (V, E). Die Knoten des Graphen reprisentieren die einzelnen
Zufallsvariablen im Zufallsvektor. Wir definieren, fir A, B,C C V, gilt

Al B|C

genau dann wenn die Knotenmenge C' die Knotenmengen A und B trennt. Dies ist der
Fall, wenn auf jedem Weg zwischen einem Knoten aus A und einem Knoten B ein Knoten
aus C liegt [I]. Seien weiterhin die Bezeichnungen fiir die Zufallsvariablen und Knoten
gleich. Wenn der Graph ein MRF ist, dann gilt

Al B | C impliziert P(A|B,C) =P(A|C) .

Abbildung 2.1: Beispielgraph

Beispiel

Sei der oben abgebildete Graph ein Beispiel-MRF, dann ldsst sich erkennen, dass der Knoten
{1} die Knoten {4, 7,5} und {2, 3,6} von einander trennt, somit gilt P({4,7,5}/{2,3,6,1}) =
P({4,7,5}{1}).

Wahrscheinlichkeitsverteilung von diskreten MRFs Fiir die Wahrscheinlichkeits-
verteilung des MRF wird der Graph in eine Menge von Cliquen C eingeteilt, und die
Wahrscheinlichkeitsfunktion wird iiber die Potentialfunktionen ¢ dieser Cliquen gebildet:

P@) = S(@) = o [] velec) (21)
ceC

Wobei Z die Normalisierungskonstante Z = >, P(x) ist [28]. Solche Wahrscheinlichkeits-

verteilung lassen sich als Exponentialfamilie darstellen [25].

2.2.1 Definition (Exponentialfamilie [28]). Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor
und sei & € X und 0 € R? ein Parametervektor. X gehért genau dann zu einer Exponenti-

alfamilie wenn sich ihre Dichtefunktion schreiben lasst als
P(x) = exp((0, ¢(x)) — A(6)) . (2.2)

Die suffiziente Statistik ¢(x) wird durch die graphische Struktur G = (V, E) des MRFs

bestimmt.



2.2. EXPONENTIALFAMILIE )

2.2.2 Definition (Suffiziente Statistik [25]). Eine Funktion ¢ : X — R wird fiir
einen Zufallsvektor X mit € X suffizient genannt, wenn P(0 | z, ¢(x)) = P(0 | ¢(x))
gilt.

Die log-Partitionsfunktion A(0) = log(Z(0)) = log (>, exp ({¢(x),0))) sorgt fir die

Normierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Modells.

2.2.2 Herleitung der Exponentialfamilie

Ein zentraler Begriff in der Informationstheorie ist die Entropie einer Verteilung. Um die
Entropie einer Verteilung zu verstehen, muss zuerst der Informationsgehalt eines einzelnen
Ereignisses betrachtet werden. Die Frage, die sich dabei stellt, ist der Zusammenhang
zwischen dem Informationsgehalt und der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, denn umso
wahrscheinlicher ein Ereignis ist, umso weniger informativ ist sein Eintreffen [I]. Dies
bedeutet, dass jeder Wahrscheinlichkeit ein Informationswert zugeordnet werden kann.
Dafiir wird die Funktion Inf definiert.

Inf(x) = —log(P(x)) (2.3)
7Zu bemerken ist hier, dass
Inf(x) = —log(P(x)) = —log(1) =0

und
Inf(x) = —log(P(x)) = —log(0) = oo

gilt. Intuitiv formuliert ist ein unmogliches Ereignis unmessbar informativ und ein Ereignis,
dessen eintreffen mit Sicherheit bekannt ist, enthélt keine neue Information.
Auf Basis des Informationsgehalts, kann die Entropie H einer Verteilung als der Erwar-

tungswert des Informationsgehaltes eines Ereignisses mit dieser Verteilung definiert werden.

2.2.3 Definition (Entropie). Sei P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und X eine n-
dimensionale Zufallsvariable mit dieser Verteilung, dann ist die Entropie von P definiert

als

H(P) =E(Inf(X)) = > P(x)Inf(x) = Y —P(x)log(P(z)) (2.4)

zcX zEX

Ohne weitere Bedingungen héatte die Gleichverteilung maximale Entropie, jedoch wére
es wiinschenswert, weitere Bedingungen an die Verteilung zu stellen. Angenommen, es
existieren schon Beobachtungen der Verteilung und wir wollen, diese Beobachtungen
einbinden, aber die Entropie -und somit die Unsicherheit der Verteilung- maximal halten.
Um diese Bedingungen in das Problem einzubinden benutzen wir den Erwartungswert einer

Funktion ¢ mit ¢ : X — R? und als Bedingung fiigen wir Ep[¢(X)] = a ein. Dabei ist a der
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empirische Erwartungswert von ¢(X). Bei dieser Problemstellung handelt es sich um ein

Optimierungsproblem mit Nebenbedingung. Wir definieren das Problem folgendermafien:

mﬂgmxH(IP’)
wdB.Vie {1,...,d}E[¢(X)]; = a;

> Px) =

TEX
Ve € XP(x) >0

Dabei steht ¢ € (1,...,d) fiir jede Dimension von ¢. Dieses Problem lésst sich iiber

Lagrange-Multiplikatoren[3] 16sen.

2.2.4 Definition (Lagrange-Multiplikator). Fiir jede Zielfunktion f iiber  mit den
Nebenbedingungen g;(x) = 0 existieren Lagrange-Multiplikatoren 6;, so dass die Extrem-

stellen von

L(z,0) = f(z) + Y _ 0;gi(x) (2.5)
die gleichen sind, wie die von f unter den Nebenbedingungen.

Dies nutzen wir um fiir unser Problem folgende Funktion mithilfe von Lagrange-Multiplikatoren

zu definieren:

d
L(P,6,A) = > —P(x)log(P ))+20i(E[¢(X)]i—ai)+A<Z]P’(a:)—1>

zeX =1 zeX

Um die Extrema dieser Funktion zu finden, miissen wir zuerst ihren Gradienten bestimmen
und ihn gleich null setzen. Der Gradient %L(]P’, 6, A) ist ein Vektor, in dem ein Eintag fiir
jedes ¢ € X existiert mit der Ableitungen nach P(x):

9
aP(z)

L(P,6,A) = —log(P —1+Ze
Als néchstes setzen wir diese Eintrdge auf null:

d
0=—log (P(x)) — 1+ Z 0;6(x); + A
< P(x) = exp((0,¢(x)) — 1+ A) (2.6)

Jetzt miissen wir priifen, ob es sich hier tatsichlich um ein lokales Maximum handelt, wofiir

wir nun die zweite Ableitung berechnen:

0 1

55 B0 = 5




2.2. EXPONENTIALFAMILIE 7

Da exp((0, ¢(x)) — 1+ A) immer positiv ist, ist —1/exp((0, ¢(x)) — 1+ A) negativ und es
handelt sich tatsachlich um ein lokales Maximum. Es ist sogar ein globales Maximum, da
die Funktion stetig ist, und dies das einzige Extremum ist.

Wenn wir fiir noch die Bedingung }°, .y P(x) = 1 beachten, dann lésst sich erkennen,

dass

—1+A=log (Z exp((6, gb(m)))) (2.7)

TeEX
gelten muss, damit die Wahrscheinlichkeitsfunktion normiert ist. Dabei handelt es sich um
den Logarithmus der Partitionsfunktion der Exponentialfamilie A(0) [25]. Insgesamt hat

dann P(x) die Form:

P(x) = exp((0, 6()) — A(9)). (2.8)

Somit folgt also aus der maximalen Entropie mit der Nebenbedingung E[¢(X)] = a die

Exponentialfamilie [25].

2.2.3 Eigenschaften der Exponentialfamilie

Es gibt mehrere suffiziente Statistiken ¢, die fiir eine Verteilung aus der Exponentialfamilie

gewahlt werden kénnen.

2.2.5 Definition (Minimale suffiziente Statistik). Eine Darstellung von ¢ : X — R?
heift minimal, wenn kein Vektor a € R%\{0} existiert, sodass (¢(X), a) = b gilt, wobei b
eine Konstante ist. Eine Darstellung von ¢ heifit overcomplete (Ubervollstéindig), wenn sie

nicht minimal ist [28].

Die overcomplete Darstellung wird haufiger angewendet, da sie eine intuitive Vorstellung

ermoglicht.

2.2.6 Lemma. Jeder nicht leere Teilvektor einer minimalen Statistik ¢ ist auch mini-
mal, auch wenn die dadurch Implizierte Verteilung eine andere ist. Als Teilvektor von ¢

bezeichnen wir einen Vektor ¢, welcher eine Subsequenz von ¢ ist.

2.2.7 Beweis. Angenommen ¢ ist minimal und ¢;;; ist ein c-dimensionaler Teilvektor
von ¢, welcher nicht minimal ist, dann existiert ein Vektor ¢ € R so dass (Preir(X),t) = b
gilt. Erstellen wir nun die Funktion f : N — N, welche den Index eines Elements im Vektor
¢ auf den dazugehorigen Index im Vektor ¢y.;; abbildet, wenn es so eine Abbildung gibt
und auf null sonst. Somit kénnten wir folgenden Vektor a bilden:
0 wenn f(i) =0
a; = .
tyi) sonst
Dies wiirde bedeuten, dass (¢(X), a) = (¢resi(X),t) = b gelten wiirde und ¢ nicht minimal

ware, was ein Widerspruch zu der Ausgangsbedingung ist. Daraus folgt Lemma [2.2.6
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2.3 Maximum Likelihood

Der erste Schatzer mit dem wir uns befassen werden ist der Maximum-Likelihood-Schatzer
(MLE), welcher die Likelihood-Funktion maximiert.

2.3.1 Definition (ML-Schitzer). Sei D = (z!,...,2") ein Datensatz mit den beobach-
teten Werten des Zufallsvektors X . Sei weiterhin die Wahrscheinlichkeitsfunktion Py von
X vom Parametervektor 8 abhéngig, dann ist die empirische Likelihood-Funktion definiert

als
N .
=[] Po(z") . (2.9)
i=1
Und somit ist der ML-Schéatzer definiert als

01, = argmax L(6) . (2.10)
[

Im maschinellen Lernen wird generell Loss-Funktion ¢ verwendet, um zu bestimmen, wie
genau ein Modell die Verteilung von einer gegebenen Menge an Daten beschreibt. Der
Wert der Loss-Funktion muss entweder als eine ,,Belohnung® oder als eine , Bestrafung*
interpretiert werden. Bei einer Belohnung soll die Loss-Funktion maximiert und bei einer
Bestrafung minimiert werden. Die Likelihood-Funktion selbst ist eine mdgliche Loss-
Funktion. Da Loss-Funktionen jedoch iiblicherweise minimiert werden, nutzen wir hier die
negative empirische Log-Likelihood. Dies kénnen wir tun, weil die Logarithmus-Funktion
monoton ist, und damit argmaxy L(0) = argmaxg log(L(0)) = argming (— log(L(8))) gilt.
Weiterhin gilt argming (—log(L(0))) = argming (—%log(L(B))). Damit definieren wir
nun die von uns im weiteren Laufe der Arbeit als empirische Log-Likelihood bezeichnete

Funktion.

2.3.2 Definition (Empirische Log-Likelihood). Sei L(8) die Likelihood-Funktion, wie
sie in (2.9)) definiert ist, dann ist die empirische Loss-Funktion definiert als

1
01(8) = —— log(L

~ — log(Pg(x (2.11)

||Mz

Durch diese neue Definition kénnen wir die wahre Log-Likelihood-Funktion definieren,

gegen die die empirische Log-Likelihood konvergiert [26].

2.3.3 Definition (Log-Likelihood). Sei 8" der Parametervektor der wahren Verteilung,
Pg(x) die Wahrscheinlichkeit von X = @ und Eg[X] der Erwartungswert von der Zufalls-
variable X, wenn der Parameter der Verteilung 0 ist. Dann ist die wahre Log-Likelihood

fir den MLE definiert als
(1(6) = Eg- [~ log(Po(X))] . (2.12)
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Hierbei ist es wichtig anzumerken, dass argmaxg £1,(6) der wahre Parameter 8* ist. Dies gilt
weil der MLE fiir N — oo gegen 6* konvergiert und somit konsistent ist [9]. Da 1,(0) bei
einer steigenden Anzahl an Beobachtungen N gegen ¢1,(0) konvergiert, gilt die Behauptung.
Der MLE weist sehr hohe asymptotische Effizienz auf, da er unter allen Schéitzern fiir
N — oo die kleinstmogliche Varianz hat [22]. Jedoch ist allein die Berechnung der Partiti-
onsfunktion Z(0) = > ,cr exp((0, ¢(x))), welche fiir die Berechnung des MLE nétig wér,
allgemein #P-schwer [6].

2.3.4 Definition (Komplexititsklasse #P [29]). Die Komplexititsklasse #P enthalt
alle Zahlprobleme, fiir deren dazugehorige Entscheidungsprobleme ein polynomiell nichtde-

terministischer Algorithmus existiert.

Eine weitere wichtige Eigenschaft der wahren, sowie der empirischen Log-Likelihood des
MLE ist, dass diese fiir Exponentialfamilien in minimaler Darstellung streng konvex ist.
Damit ist die Hessematrix der Funktion positiv definit und ihr minimaler Eigenwert gréfier

null.

2.3.5 Beweis (Strenge Konvexitit der Log-Likelihood). Eine multivariate Funkti-
on ist streng konvex, wenn ihre Hessematrix positiv definit ist. Eine Matrix A € R4 ist

positiv semidefinit, wenn fiir alle v € R? mit v # 0 die Bedingung
vl Av >0 (2.13)

gilt, und positiv definit wenn
v Av >0 (2.14)

gilt. Die Hessematrix der Log-Likelihood ist die Kovarianzmatrix von ¢(X).
2.3.6 Definition (Kovarianzmatrix[24]). Die Kovarianzmatrix eines n-dimensionalen
Zufallsvektors X ist definiert als
Cov(X1,X1) -+ Cov(Xq,Xn,)
Cov(X) = : (2.15)
Cov(X,, X1) - Cov(X,,X,)

Es muss also gezeigt werden, dass die Kovarianzmatrix positiv definit ist, wenn ¢(X)

minimal ist:
d d
v! Cov(d(X))v =D > wiw; Cov(d(X)i, p(X);)
i=1j=1
Aufgrung von der bilinearitit des Kovarianzoperators gilt [12]:

d d
— Z Z Cov(o(X)ivi, o(X); v5)

i=1j=1

= Var (i: ¢(X)ivi> >0

=1
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Die Varianz einer Zufallsvariable ist nur null, wenn diese Zufallsvariable eine Konstante ist.
Da ¢ jedoch minimal ist kann es keinen Vektor v geben, so dass (¢(X),v) = "%, 6(X);v;

eine Konstante ist.

2.4 Maximum Pseudo Likelihood

Obwohl die statistische Effizienz des MLEs hoch ist, gibt es, wie bereits erwéhnt, fiir die
Berechnung des MLE fiir MRFs im Allgemeinen keinen effizienten Algorithmus. Aus diesem

Grund wurde die Pseudo-Likelihood von Besag [2] entwickelt.

2.4.1 Definition (MPL-Schitzer [2]). Sei D = (z!,...,z"V) ein Datensatz mit den
beobachteten Werten des n-dimensionalen Zufallsvektors X mit der vom Parametervektor
0 abhingenden Verteilung Py. Seien die Zufallvariablen X1, ..., X, des Zufallsvektors X
durch ein MRF mit dem Graphen G = (V, E) representiert. Sei nun N (v) fiir v € V die

Nachbarschaft des Knotens v in G, dann ist die empirische Pseudo-Likelihood definiert als

N n

Lpi(0), = [T T Po (2} | 2i)) - (2.16)

i=1j=1

Wobei hier m; die Realisierung von x; in der i-ten Beobachtung ist. Somit ist der MPL-

Schéatzer definiert als

Op; = argmax Lpr,(0) . (2.17)
]

Die Pseudo-Likelihood wurde 1988 von [Lindsay| [20] durch die Composite-Likelihood

verallgemeinert.

2.4.2 Definition (MCLE). Sei D = (z!,...,2") ein Datensatz mit den beobachteten
Werten des Zufallsvektors X und der vom Parametervektor 8 abhingenden Verteilung Pg.
Seien weiterhin die Zufallvariablen X1, ..., X, des Zufallsvektors X durch ein MRF mit
dem Graphen G = (V| E) reprisentiert. X wird in m Teilkomponenten X 4,,...,X 4,,
aufgeteilt. Hierbei ist A; € {Aq,..., Ap} die Indexmenge einer der m Komponenten. Sei
ferner die Nachbarschaft einer Menge N (A) = Uyeca N(v) \ 4, dann ist die empirische

Composite-Likelihood definiert als

N m

Len(0) = [T TT P, [®aa;)) (2.18)
i=1j=1

wobei hier m’Aj die Realisierung von x4, in der i-ten Beobachtung ist. Somit ist der MCLE

definiert als

Ocr = argmax Lo (6) . (2.19)
0
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In der Literatur kann die Composite-Likelihood tiber die bedingten Wahrscheinlichkeiten,
aber auch iiber die Randwahrscheinlichkeiten der Komponente definiert werden [20], wie in
der Definition erkennbar ist, nutzen wir hier die bedingten Wahrscheinlichkeiten.

Wenn Vj € {1,...,m} x4, = ¢; und m = n gilt, daher jede Zufallsvariable eine eigene
Komponente ist, dann handelt es sich beim MCLE um den MPLE und wenn x4, =  und
m = 1 gilt, wodurch es nur eine Komponente mit allen Zufallsvariablen gibt, dann handelt
es sich um den MLE.

Da die Pseudo-Likelihood nur ein Spezialfall der Composite-Likelihood ist, betrachten wir
hier die empirische Log-Composite-Likelihood:

N m

lor(0 :——logHH}P’ Ty, | Tha,)

1=17=1

Da es sich hier um ein MRF handelt, gilt P(x;|Tar(a;)) = P(x ;]2\ 4,) und somit kénnen
wir N'(A;) mit \A; von hier aus ersetzen.

= ——ZZlogIP’ (@, | 2 4,)

11]1
B e P M et
21]1 i=1 j=1 m'Z]P)(wA’\A)

1 ) exp<<07¢<wi>> — A(0))
TN ;gl © 5, exp((6,0(a, . al,)) — A(0))

_ Yy, exp((6, 9(2"))) exp(~A(6))
N 2? ® Xe, (0. 0(a, 2 ,,))) exp(—AD))
N m

RN exp((0, 6(z))
N2 S a0l ) (220)

Wir kénnen uns iiberlegen, dass (0, gi)(azz)} und (0, ¢(m£4 ) ’\ A, )) gemeinsame Summanden
haben, ndmlich die Eintrdge von ¢(a’ Ay \ A, ), die nur von :1:\ A abhéngen. Dafiir definieren

wir die Indexmenge B;.

2.4.3 Definition. Sei A; mit j € {1,...,m} eine Indexmenge von Zufallsvariablen aus
dem Zufallsvektor X, dann ist B; definiert als die Indexmenge der Eintrage in ¢(X), die
von X 4, abhéngen.

Diese Summanden kénnen wir im Nenner und im Zahler auf die gleiche Weise wie A(8)
kiirzen.

Xp(<ij ) QSB,‘ (ml»)

tor(6) = S, o005, 05, (@, 7 4,)))

— log

=
B
NE

@
Il
-
.
I
-

Zl\‘H
B
NE

s
Il
-
<.
Il
-

(=108, 0m, ) +108 (X exp(0m, 0, (b)) ) ) 22)

’7
xr
Aj

Za;(0,2%)
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Der Vektor ¢p; ist eine Abbildung des Vektors ¢ beziiglich der Indexmenge B; Es
gibt zwei Méglichkeiten, ¢p;(X) darzustellen. Die erste Moglichkeit wire, wenn ¢p,(X)
die gleiche Dimension hat wie ¢(X) und

#(X); wenn i€ B;
¢Bj(X)i = ! .
0 sonst

fiir alle i € {1,...,d} gilt. Und die zweite Méglichkeit ist, wenn ¢p, nur auf die Indizes in

Bj reduziert wird und deswegen eine kleinere Dimension als ¢ hat, diese Interpretation

bezeichnen wir als ,reduziert*.

2.4.4 Definition (Reduzierter Vektor). Ein Vektor vp, wird beziiglich einer Index-
menge B; als reduziert bezeichnet, wenn vp; eine Subsequenz des Vektors v ist, und die

Eintrage von v, deren Indizes sich in der Indexmenge B; befinden, enthalt.

In dieser Arbeit gehen wir von nicht reduzierten Vektoren ¢p,(X) und 6, aus, aufler es

wird explizit erwéhnt, dass es sich um die reduzierte Version der Vektoren handelt.

7

Beispiel Sei X ein 3-dimensionaler Zufallsvektor mit einer Verteilung aus der
Exponentialfamilie und sei die Funktion ¢ : X — R? wie unten links dargestellt,
dann wire fiir die Menge A; = {1} die Funktion ¢, : X — R? in der Mitte und die

reduzierte Funktion ¢p, rechts dargestellt.

T Ty
o 0
Ty
o(x) =| =3 dalx)=1 0 pa(x) = ( )
19
12 L1T2
o3 0

Wie wir sehen kénnen, ist fir A; = {1} die Indexmenge B; = {1,4}, da nur die

Eintrage 1 und 4 von x; abhangen.

\.

Insgesamt erhalten wir als Definition fiir die empirische Log-Composite-Likelihood:

2.4.5 Definition (Empirische Log-Composite-Likelihood). Sei D = (x!,...,z") ein
Datensatz mit beobachteten Werten des n-dimensionalen Zufallsvektors X. Sei X in m
Teilkomponenten X 4,,..., X 4,, aufgeteilt. Hierbei ist A; € {Ai,..., A} die Menge
der Indizes einer der m Komponenten. Sei ferner Vj € {1,...,m} die Indexmenge B; so

definiert wie in dann ist die empirische Log-Composite-Likelihood definiert als
~ 1 U . )
ECL(B) = N ‘ Z _<BBj7¢Bj (mz» +10g Zexp(<93j7¢Bj (m;lj?ml\Aj») . (222)

i=1j=1 z’
Aj
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Nun kénnen wir, mit der gleichen Begriindung wie beim MLE, die wahre Log-Composite-

Likelihood-Funktion definieren.

2.4.6 Definition (Log-Composite-Likelihood). Sei 8* der Parametervektor der wah-
ren Verteilung, Py« (x) die Wahrscheinlichkeit von X = « und Eg[X] der Erwartungswert
von des n-dimensionalen Zufallsvektors X ist, wenn der Parameter der Verteilung 6 ist.
Sei X in m Teilkomponenten X 4, ..., X 4,, aufgeteilt. Hierbei ist A; € {A1,..., A} die
Menge der Indizes einer der m Komponenten. Sei ferner Vj € {1,...,m} die Indexmenge
Bj so definiert wie in Dann ist die wahre Log-Composite-Likelihood fiir den MCLE

definiert als

ter(8) = Eg |32 | (63, 08, (X)) + 108 | S exp((05,, 0, (@0, X)) | || @23
j=1

/
Ty,
A.?

Der MPLE konvergiert bei steigender Stichprobengréfie gegen den MLE und ist somit auch
ein konsistenter Schitzer. Damit gilt argmaxg fpr(0) = 0" [2]. Zur besseren Lesbarkeit,
werden im Verlauf der Arbeit einige Abkiirzungen verwendet. Links in der Tabelle ist die

ausgeschriebene Notation und rechts die abgekiirzte.

Formel Abkiirzung
¢5;(Xa;, X\4;) | 9(Xa,) oder ¢/
b8, (XAj,a:iAj) gzﬁi(XAj) oder ¢/
on, (@) | 0@

P(X) ¢

Fir den MPLE muss, im Gegensatz zum MLE, nicht die ganze Partitionsfunktion berechnet
werden, da sie in gekiirzt wird. Dadurch wird die Berechnung im Bezug auf den
Zustandsraum einfacher, da die Partitionsfunktion der bedingten Wahrscheinlichkeiten
Za,;(0, x') in nur eine Summe iiber den Zustandsraum von X 4; ist und nicht tiber
den gesamten Zustandsraum von X. Da X 4; im Falle des MPLE eine deutlich kleinere
Dimension hat, ist die Berechnung des MPLE beziiglich des Zustandsraums einfacher. Im
Bezug auf die Stichprobengrofie wird sie jedoch schwieriger, da die bedingten Wahrschein-
lichkeiten nicht nur vom Parameter, sondern auch von der Beobachtung abhéngen und
deswegen fiir jede Stichprobe neu berechnet werden missen.

Es ist an der Definition der Log-Composite-Likelihood erkennbar, dass diese aus Likelihoods
verschiedener bedingter Exponentialverteilungen besteht, welche von den Teilkomponenten

X 4; abhéngen.
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2.4.7 Definition (Likelihood-Komponente der Composite-Likelihood). Wir bezeich-
nen folgende Funktion als die Likelihood-Komponente von /¢, (@) im Bezug auf die Teil-

komponente der Zufallsvariable A; mit j € {1,...,m}:
ler(0)a; =Eor | —(05,,¢5,(X)) +1log | > exp((05;,¢p, (4, X)) ||+ (2:24)
mfAj

Dafiir bezeichnen wir die empirischen Likelihood-Komponente in Bezug auf die Teilkompo-

nente A; als

ler(® *Z —(05;, ¢, (")) +1og | D exp((0p;, dp, (@4, (1)) | | - (2:25)

!
T
AJ

2.4.8 Definition (Reduzierte Likelihood-Komponente). Wir bezeichnen eine empi-

rische und wahre Likelihood-Komponente als reduziert, wenn ¢p, (X ) reduziert ist.

Wenn ¢ minimal ist, dann ist ¢p; in reduzierter Form fiir beliebiges j € {1,..., m} auch
minimal, da ¢p; ein Teilvektor von ¢ ist Daraus konnen wir den Schluss ziehen, dass

eine reduzierte wahre Likelihood-Komponente streng konvex ist.

2.4.9 Beweis. Eine multivariate Funktion ist streng konvex, wenn ihre Hessematrix
positiv definit ist. Die Hessematrix einer reduzierten Likelihood-Komponente £cr(0%) 4,
sieht folgendermaflen aus:

Ep,. (x4,) [COVP(XAj|\XAj)(¢Bj (X))] : (2.26)

Dies ist an den Ableitungen der Log-Composite-Likelihood erkennbar. Damit die
Hessematrix der reduzierte Likelihood-Komponente von A; nicht positiv definit ist, muss
ein Vektor v € R existieren, wobei d4; die Dimension der reduzierten Funktion ¢p, ist,
sodass v V2(cr,(0)4,v = 0, und damit

EPQ*(XA].) v’ COVIP’(XAJ.\X\AJ,)(¢BJ'(X))’U} =0
gilt. Damit diese Gleichung null ist, muss, wie in Beweis erkennbar ist,
Jv € R™i : Va4, € Xy, Varp(x o 4 ) (005, (X4, @04,)) = 0 (2.27)

gelten. Da ¢p; in reduzierter Form jedoch minimal ist, kann dies nicht fiir alle ¢4, der
Fall sein. Somit ist eine wahre reduzierte Log-Composite-Likelihood-Komponente positiv

definit.
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2.5 Regularisierung

Regularisierung ist eine Methode, bei der zusitzliche Bedingungen zu der Loss-Funktion
addiert werden, um weitere Informationen oder Ziele hinzuzufiigen. Bei der L1- und der
L2-Regularisierung handelt es sich um Methoden, welche Parametervektoren mit moglichst
kleinen Parametern bevorzugen, um einfachere Modelle zu erzielen und Overfitting, eine zu
starke Anpassung an die Daten, zu verhindern [I3].

L1-Regularisierung nutzt die 1-Norm und L2-Regularisierung die quadrierte 2-Norm des

Parametervektors.

2.5.1 Definition ( p-Norm). Sei z € R%, dann ist die p-Norm von z definiert als

d v
1zllp = (Z |Zi|p> : (2.28)
i=1
Sei nun ¢(0) eine beliebige zu minimierende Loss-Funktion, dann wére
£0) + o[, (2.29)

flir p = 1 eine Ll-regularisierte, und fiir p = 2, eine L2-regularisierte, Loss-Funktion.
Hierbei ist A der Regularisierungsparameter. Umso grofler A ist, umso mehr werden grofie
Parameter ,bestraft, da die Zielfunktion bei komplizierten Parametervektoren grofler

wird.

2.6 Stichprobenkomplexitat und PAC-Schranke

PAC-Learning seht fiir Probably Approximatly Correct Learning. Dabei geht es darum, eine
Schranke ¢ fiir den Fehler im Lernen, mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — § zu finden. Fiir
eine PAC-Schranke soll der Algorithmus polynomielle Laufzeit beziiglich des Zustansraumes
haben, dies ist fiir den MLE nicht der Fall, wir werden die von uns berechnete Schranke
jedoch trotzdem, wie in [4] als PAC-Schranke bezeichnen. Die Anzahl an Stichproben, die
benotigt werden, um einen beliebigen Fehler mit beliebiger Wahrscheinlichkeit zu erreichen,
wird als Stichprobenkomplezitit bezeichnet. In der Literatur werden diese Begriff oft im
Zusammenhang mit Klassifikationsverfahren in Verbindung gesetzt [I1], hier nutzen wir
sie flir Parameterschétzung. Die Fehlerschranke kann beliebig gemessen werden, fir einen
Parametervektor kann es zum Beispiel der Abstand zwischen dem wahren Parameter 6*
und dem geschétzten Parameter 0 sein. In unserem Fall ist dieser Abstand die 1-Norm,

von 0 — 0*.
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Kapitel 3

Stichprobenkomplexitat von MLE
und MPLE

In diesem Kapitel werden zuerst die PAC-Schranken fiir den MLE und den MPLE bestimmt
und beweisen. Zu jedem Zwischenschritt der Beweise gibt es eine zusammenfassende
Anmerkung, in der auf die Schwierigkeiten und besondere Erkenntnisse beziiglich dieses
Schrittes eingegangen wird. Beide Beweise haben am Ende einen Diskussionsabschnitt in
dem ein Uberblick iiber den gesamten Beweis geschaffen wird. Der letzte Abschnitt dieses
Kapitels diskutiert Gemeinsamkeiten und Unterschiede der beiden Beweise, sowie weitere

Erkenntnisse.

3.1 MLE

In diesem Abschnitt werden wir die Beweisstrategie von [Bradley und Guestrin| fiir die Stich-

probenkomplexitdt von CRFs auf MRFs anwenden, um das folgende Ergebnis herzuleiten:

3.1.1 Theorem (PAC-Schranke des MLE). Seien 0 < A < (1 — 1)4(1(’;%5” N~ mit

max

1€(0,1), v € (0,1/2) und Cpnin der minimale Eigenwert von V01 (0*) mit 0 < Cpin.

Dann gilt fir @ = argming £1,(0) + \||0||,, mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens

29748

max

cA.
1 —2dexp ( m1"121\71—27> (3.1)

die Schranke:
Cmm
4dg3

max

16 —6"|l1 <

(— (-N=7+1) + 1> (3:2)

Im Vergleich dazu sieht die Schranke von |Bradley und Guestrin| [4] fiir CRFs folgendermafien

aus:

A C,.;:
_ * < min
19201 = G

17

N~V (3.3)
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mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens

Cc4
1—2d(d+1)exp ( 21361222”]\71—27> ’ (3.4)
wenn A = ((C2,,)/(28d%¢3,,.)) N7 gewihlt wird.

Fir [ = % sind die Bedingungen sehr dhnlich, unsere Schranke ist jedoch mit dem Fak-
tor (—y/(—=N—7 +1) + 1) kleiner als die von Bradley und Guestrin mit N~7. Dies liegt
hauptséchlich an der klelneren Wahl von A.

1.01 —— Diese Schranke
—— Bradley

0.8

11 Error

0.4

0 2000 4000 6000 8000 10000
StichprobengréRe N

Abbildung 3.1: Vergleich zwischen N~ (Bradley) und ( V(N4 1)+ 1) unsere Schranke)
fiir v = 0.25

Ein weiterer Unterschied ist der Parameter [. Je kleiner [ gewahlt wird, desto gréfler kann
A gewahlt, und umso kleiner ist die Wahrscheinlichkeit der Schranke.

Die Stichprobenkomplexitidt wird durch eine passende Wahl fiir v fir die Wahrschein-
lichkeit und eine spétere Umstellung der Fehler-Schranke nach N berechnet. Um die
Stichprobenkomplexitdt zu berechnen, ist diese Schranke ungeeignet, da sich die Umstel-
lung nach N als schwierig herausstellt. Deswegen benutzen wir fiir die Berechnung der
Stichprobenkomplexitéat den Faktor N~7.

3.1.2 Theorem (Stichprobenkomplexitit des MLE). Seien die Voraussetzungen aus
der PAC-Schranke gegeben. Dann gilt ||0* — 0||, < e fiir @ = argming /1(60) + A8y, mit

einer Wahrscheinlichkeit von 1 — § bei einer Stichprobengréfie von

25d2¢ma:p 2d
N > gt log <5> . (3.5)

3.1.1 Beweis

Betrachten wir zuerst die regularisierte Log-Likelihood-Funktion, fiir die das Theorem [3.1.2
gilt:
f1.(8) = 11.(6) + All6]l, , (3.6)
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Hierbei handelt es sich bei p = 1 um die normale L1-Regularisierung. Bei p = 2 gilt
0]|2 # ||0]|3, weswegen es sich hier nicht um die L2-Regulariesierung handelt.

Der zentrale Punkt des Beweises ist die hier definierte Funktion G.

3.1.3 Definition. Sei /(0) die empirische Log-Likelihood-Funktion wie in (2.11)) beschrie-
ben, 8* der wahre Parameter der Verteilung und w € R?\{0}, dann sei die Funktion G(u)

definiert als
G(u) = L(6" +u) — 1,(6%) + A([|6* + ull, — 10%],) (3.7)
= fL(u + 0*) — fL(B*)

Die empirische Log-Likelihood-Funktion £ (8) ist fiir Exponentialfamilien konvex m
und A[|@* + ul|, ist auch konvex, da Normen per Definition konvex sind und A > 0 gelten
soll. Somit ist G(u) die Summe zweier konvexer Funktionen und einer Konstanten, f1,(6%),
weswegen G(u) selber auch konvex ist.

Es gilt G(0) = f£(0 + 0*) — fL(0*) = 0. Wenn 6 die Funktion f1(0) minimiert, dann
befindet sich das Minimum von G(u) bei @ = 6 — *.

Dies lasst sich dadurch erkennen, dass der variable Teil der Funktion G(u),

fr(0% +u) = (0(0” + u) + A([| 0 + ullp) ,

a a
minimal ist, wenn
a=806
S0 +u=20

A

Su=0-0"=4u
gilt. Daraus folgt, dass Vu € R? : G(u) > G(@) und somit G(@) < 0 gelten muss.

3.1.4 Theorem. Angenommen es existiert ein B > 0, sodass fir alle w € RY mit |Jul); =

B die Bedingung G(u) > 0 gilt, dann muss ||[@|1 < B gelten.

3.1.5 Beweis (Kontraposition). Es gelte die Annahme aus Theorem und ||a|; >

B. Da es sich bei G um eine konvexe Funktion handelt, miisste es fiir beliebige zwei Punkte

v € R% und w € R? und beliebiges t € (0,1) die Konvexkombination
Gtv+ (1 —t)w) <tG(v)+ (1 —t)G(w) (3.8)

geben. Insbesondere miisste dies auch fiir v = @ und w = 0 gelten. Wenn wir diese Werte
in (3.8) einsetzen, dann erhalten wir:

G(ta) < tG(@) <0 (3.9)

Da ||al|; > B gilt, existiert ein ¢, sodass ||t@|/; = t||@|; = B gilt, und nach der Konvex-
kombination wire dann G(t%) < 0, was ein Widerspruch zu der Annahme ist, dass fiir alle

u € R mit ||ul; = B die Bedingung G(u) > 0 gilt. Daraus folgt das Theorem [3.1.4]
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Wenn wir u = 6 — 6" festlegen, dann gilt:
G(u) = 0r(8) — 11.(0%) + A(|16]l, — 167,) (3.10)

Nutzen wir nun die Taylor-Formel mit dem Taylorpolynom [§] zweiter Ordnung von ¢7,(6)

um den Entwicklungspunkt 6" und erhalten:

d
. . . 1 . 1 0 s =
00(0) = 01(0°) + (Vi1 (0) T+ Su (V2 (0")u+ 3w (aewL(e)> w (3.11)
i=1 i

fiir ein @ = (u + a@*) mit « € (0,1). Wobei der vierte Term die Lagrangedarstellung des
Restgliedes ist. Die Taylor-Formel konnte zu einem beliebigen Grad fortgefiithrt werden,
wodurch sie nur komplizierter wird, deswegen orientieren wir uns an |Bradley und Guestrin
und wihlen das Taylorpolynom dritten Grades mit dem Restglied. Sei auerdem ||u||; = B.

Damit erhalten wir

Dritter Term

Erster Term

d
G(u) =| (VIL(0") u |+ %uT(v%(o*))u - éZuiuT< véL(a))u (3.12)
=1

0
00,

+ AU + wll, — (167,

Vierter Term

Nun wollen wir ein B finden, sodass Yu € R? mit ||u||; = B die Ungleichung G/(u) > 0 gilt,
denn dann erhalten wir eine obere Schranke fiir ||/, = ||@ — 6*]].

Wir werden nun eine untere Schranke fiir G(u) in Abhéngigkeit von ||ul/; = B suchen,
indem wir fiir jeden der oben farbig markierten Terme von G(u) eine untere Schranken
in Abhéngigkeit von ||u||; = B suchen. Danach kénnen wir B so wéhlen, dass G(u) > 0,
laut der unteren Schranke, gilt. Fiir jeden Term wird es im Folgenden einen Abschnitt
geben, wo so eine Schranke gesucht wird. Die Schritte fiir die Berechnung der dafiir nétigen

Ableitungen befinden sich im Anhang.

3.1.6 Anmerkung (Vorbedingung). Zuerst definieren wir die Funktion f7, (3.6]), welche
die regularisierte empirische Log-Likelihood darstellt. Danach definieren wir die Funktion
G(u) (3.10), welche wir mithilfe der Taylorformel als definieren. Die Funktion G(u)
hat die Eigenschaft, dass wenn wir einen Wert B > 0 finden, sodass Yu € R? mit |Jul/; = B
die Funktion G(u) positiv ist, dann gilt fiir den Schétzer f; optimierenden Schétzer 0
die Fehlerschranke [|@ — 6*|| < B. Dies bedeutet, dass wenn es méglich ist, fiir G(u) eine
untere Schranke beziiglich |lul|; zu finden, dann kann B = ||u||; so gewéhlt werden, dass
G(u) > 0 gilt. Dafiir miissen fiir alle drei Terme untere Schranken in Abhéngigkeit von

B = ||ul|; gefunden werden.
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Erster Term

Zuerst wird eine Schranke fiir (V0 (6*))7(u) gesucht, mit u = (6 — 6*). Jeder Eintrag im
Gradient an der Stelle t € 1,...,d ist VI1(0); = 55-1,(6):

0

N
374%& 0) = % ; —p(@'): + Eq [6(X )]

Somit ist der Gradient insgesamt:

N
Y (@) + Eg [$(X)] (3.13)

=1

Wir versuchen nun eine untere Schranke fiir den ersten Term beziiglich B zu finden:

(VIL(67) u > —|(VIL(6%) ul
> —||VEL(67)lloc el
= —[|ViL(6")] B (3.14)

Die erste Ungleichung ist eine grobe Abschétzung, da ein Wert entweder positiv ist, dann ist
er grofler als sein negativer Absolutbetrag, oder der Wert ist negativ und er ist gleich dem
negativen Absolutbetrag. Fiir die zweite Ungleichung haben wir die Hélder-Ungleichung
angewendet, um B von dem gesamten Ausdruck zu trennen. Es fehlt nur noch eine Schranke
fiir die Max-Norm von V/(8*), um eine gesamte untere Schranke fiir den ersten Term zu

erhalten. Dafiir betrachten wir nochmal die einzelnen Eintriige des Vektors V/(8*):

N
Z '), + Ege [6(X)(] (3.15)

Wir definieren ¢p,q, so, dass ¢(x); fiir ein beliebiges t € {1,...,d} und beliebiges
x € X nur in [—@maz, Pmaz) liegen kann. Da ¢(X); auch eine Zufallsvariable ist und
(1/N) SN, ¢(x') = $(X) gilt, lisst sich nun die Hoeffding-Ungleichung [14] (siche

im Anhang) anwenden.

(| S (~0(X ) + Ege [6(X)]) | > 5) =P (| - &(X): + Eq: [6(X)]| > 5)

2N2,32
S ? o <_ Zi]il(2¢ma:c)2>

N2
:2exp< 2¢’8 )

Dabei beschreibt der Strich iiber einer Variable den empirischen Erwartungswert iiber

N Beobachtungen. Wenn wir nun die Bonferroni-Ungleichung [12] (siehe [A.1.1)) iiber alle
Ereignisse [V/(6*)]; > f anwenden, dann ist dies die Wahrscheinlichkeit, dass ein t €
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{1,...,d} existiert, sodass V/(6*); > § gilt. Das ist dquivalent zu der Wahrscheinlichkeit,
dass dies fiir das maximale V/(8*); gilt:

N 2
P (n}v > (6(X) + Eor [6(X)]) 1 > 6) — P (19026 > 5) < 2dexp (-5

p— 2¢72nax
(3.16)
Durch Einsetzen dieses Ergebnisses in (3.14) erhalten wir mit einer Wahrscheinlichkeit von

mindestens 1 — 2d exp (— die untere Schranke:

N B>
2¢%7.a£l)
(VeL(6)" (u) > —||VIL(0")]|B
> —BB (3.17)

3.1.7 Anmerkung (Erster Term). Zum Beweis einer unteren Schranke des ersten Terms
wird zuerst der Gradient der empirischen Log-Likelihood bestimmt. Als lose untere Schranke
fiir den Term nutzen wir zunéchst y > —|y|. Danach wird der Term mithilfe der Holder-
Ungleich aufgeteilt in ||ul; = B, und die Max-Norm des Gradienten von V#(8*), sodass
nur noch eine untere Schranke fiir die negative Max-Norm des Gradienten, also eine obere
Schranke fiir die Max-Norm, formuliert werden muss.

Wenn jeder Eintrag im Gradienten an der Stelle 8% betrachtet wird, dann ldsst sich er-
kennen, dass es sich um die Differenz des empirischen und des echten Erwartungswertes
von ¢(X) handelt. In diesem Fall ldsst sich die Hoeffding-Ungleichung anwenden. Durch
diese Ungleichung kann jedem Eintrag eine untere Schranke mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit zugeordnet werden. Durch die Bonferroni-Ungleichung und die Berechnung
der Gegenwahrscheinlichkeit wird eine obere Schranke fiir die Max-Norm des Gradienten
bestimmt, sodass sie in die Ungleichung eingefiigt werden kann.

Diese obere Schranke, sowie ihre Wahrscheinlichkeit, hdngen von einem Parameter
ab. Eine wichtige Beobachtung an dieser Stelle ist, dass [ sich so wéhlen ldsst, dass die
Wahrscheinlichkeit bei einer steigenden Anzahl an Beobachtungen N immer gréfler wird

und die untere Schranke gegen null konvergiert.

Der zweite Term von G (u) ist u” (V24 (6*))u. Jeder Eintrag in der Hessematrix, V2{1,(8); 4 =

ﬁ&w), sieht wie folgt aus:

8080 01.(8) = Eq[¢(X )16(X)i] — Eo[o(X)e] Eg[é(X )] (3.18)
tUEk

An den Ableitungen ist erkennbar, dass V2((0) = V2 (% PO A(H)) = V2A(0) gilt. Dies
liegt daran, dass A(@) vom Datensatz unabhéngig ist. Aus diesem Grund gilt fiir die

Hessematrix von /r,(0):

V201(0) = Eo.[V? — (¢(X),0) + A(0)] = Ee.[V>A(8)] = VZA(6) (3.19)
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Somit sind die Hessematrizen von /1,(8) und £ (8) dquivalent. Dies ist ein Unterschied zu

den von [Bradley und Guestrin| untersuchten CRFs.

3.1.8 Definition (Minimaler Eigenwert). Sei Apin(V') definiert als der minimale Ei-
genwert einer Matrix V. Dieser ist auflerdem nach Courant-Fischer definiert als

min o' Vv,
[vll2=1

vergleiche Definition

Definieren wir Cpin mit 0 < Crin < Amin(V2£(0%)) als eine untere Schranke vom
minimalen Eigenwert von V2¢1,(6*). So eine Schranke kann es ohne Annahmen iiber den
wahren Parameter 8" nicht geben. Da sich unser Beweis stark an dem Beweis in der
Publikation von Bradley und Guestrin| [4] orientiert und dieser Ci,;, nutzt, werden wir
dies hier auch tun.

Nun koénnen wir die untere Schranke vom dritten Term bestimmen:

1 7 or s 1 [ o’ 27 pxyy U 2
Fu (VHL(07)u = ((V (r(0 ))) [ull2

2 \ Jlull [l
1 7 *

> 3 Main (V200
1 27 * 2

> .

=94 Amln(V KL(O ))”qu
1 ~

- 7Amin 2 * B2
5 (V=EL(07))

Da, wie schon angemerkt, die Hessematrizen der empirischen und der wahren Log-Likelihood
fiir MRFs gleich sind und somit auch die Eigenwerte gleich sind, kénnen wir den néchsten
Schritt machen.
1 *
= ﬁAmm(v%(e ))B?

1
> — minB2 2
> 2d0 (3.20)

Somit erhalten wir eine untere Schranke fiir den zweiten Term.

3.1.9 Anmerkung (Zweiter Term). Fir den zweiten Term wird die Hessematrix der
empirischen Log-Likelihood an der Stelle 8* betrachet, um festzustellen, dass sie der Hesse-
matrix der wahren Log-Likelihood entspricht. Diese Hessematrix ist fiir Exponentialfamilien
mit minimaler suffizienter Statistik ¢ positiv definit (siehe Beweis und ihr minimaler
Eigenwert grofer null. Dies spielt eine Rolle in Ungleichung . Um die Courant-Fischer
Definition des minimalen Eigenwertes zu nutzen, teilen wir w auf beiden Seiten durch ||ul|2,
sodass [|(w)/(||w]|2)||2 = 1 gilt. Damit der gesamte Term sich nicht &ndert, multiplizieren wir
ihn mit ||u/|3. Nun kénnen wir die Courant-Fischer Definition des minimalen Eigenwertes
anwenden, da nach diesem v7'V2/1(6*)v fiir einen beliebigen Vektor v mit ||vs = 1 nicht

kleiner sein kann, als der minimale Eigenwert von V27, (6*).
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Nach diesem Schritt ist die Ungleichung abhéngig von der 2-Norm von w, dabei wollten wir
eine untere Schranke, die abhéngig ist von der 1-Norm. Um dies zu gewéhrleisten nutzen
wir die Eigenschaft der 1-Norm und 2-Norm, dass fiir einen Vektor u € R? die Ungleichung
u||l < Vd||lu|2 gilt [I5]. Da beide Normen positiv sind gilt auch ||u|1? < d|u||3 und
damit 3||u/|1? < ||u||3, was uns den néchsten Schritt erlaubt. Als letztes nutzen wir aus,

dass die Hessematrizen der empirischen und der wahren Log-Likelihood &quivalent sind.

In Bradley und Guestrins Beweis fiir CRFs ist dieser letzte Schritt direkt nicht moglich,
da fiir CRFs die Hessematrizen unterschiedlich sind. Die Hessematrix der wahren Log-
Likelihood ist positiv definit, aber nicht unbedingt die der empirischen, weswegen dort
zuerst eine Schranke fiir den minimalen Eigenwert von £ £(0™) beztiglich des minimalen
Eigenwertes von £1,(0*) bestimmt und angewendet wird. Dieser Ansatz soll spéter bei der

Betrachtung des MPLE verwendet werden.

Dritter Term

Als néchstes betrachten wir den dritten Term von (3.12): éZ‘ijzl uu’ (%VQEL@)) u.
Dafiir betrachten wir zuerst a%iVQQL(H) an der Stelle %[V%&(G)]t,k.

0
00

V2L(0) 1k = Eo[d(X)s(X)rd(X)e] — Egld(X)rd(X )i Eg[d(X )]

+ 2Eg[¢(X)s] Eg[d(X)k] Eg[o(X )]
— Eg[o(X)e] Eg[0(X)ed(X)s] — Eo[o(X)i| Bo[p(X):d(X)s]  (3.21)

Fiir %VZEL(O) gilt nun:

0

26, V21 (6) =Eo[¢(X)sd(X)®] — Eold(X)*] Eg[d(X)s] + 2 Eg[d(X )] Eglo(X)]

— Eg[¢(X)] Eg[¢(X)d(X)s]" — Eg[8(X)(X)s] Eglo(x)]” (3.22)

Hierbei ist v® fiir einen Vektors v als v® = vv? definiert.

Wenn wir jetzt fiir @ den Parameter 6 aus dem dritten Term einfiigen erhalten wir:

0

20, V2L(6) = Eglo(X)sd(X)®] — Egld(X)®] Eglo(X)s] + 2 Eglo(X )] Egle( X))

— Eglo(X)] E[o(X)o(X)s]" — Egle(X)d(X)] Eglo()]” .
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Dies bedeutet, dass wir nun dem dritten Term eine Schranke zuordnen kénnen. Ubersicht
halber gilt hier ¢(X) = ¢:

! zd:usuT (a§v22L<e>) "

= Zu u” (By [6:0%] — Eg [¢°] Bg [¢s] + 2B 6] Eg [¢]”

— By [¢] Eg [66,]" — Eg (06, Eg (0] Ju

fzus (u"¢%u)| — By [u” ¢%u] E[p,] + 2E5 [¢,] (u” By [¢]° w)
fuT Eg [ Eg [66,]" u—u” Egloe,] Eg (4] u)

= Z u;(Bg [¢s(u’ ¢)?] — Eg [(u” )] Eg [ds] + 2Eg (0] Eg [(u” ¢)] - 2Eg [u” ¢] B [¢u” ¢s])

:%(]Ea (" 6)"] +2B5 [(u"9)]” — 3B [u”¢] By [(u”¢)?]) (3.23)
%(—UE [(u9)%] = [2Eg[(u” ¢))°| — [3Eg[u’ ¢] Egl(u" ¢)?]|) (3.24)
2%(— Eg [[(wT6)*] - 2B [(lu"0)])” - 35 [|u” 6] Eg [|(u"9)[*))

2% (_ Eg [T l1l16llc)*] | - 2B [(uTll1ll6)l1e]” — 35 [T ll1lllloc] Bg (1w [ ]16]10)])

Nun kénnen wir ¢y,q, nutzen, um weiter unzuformen:

*(—HUH Daz = 2|l Baz — 3llullid5,0,)
||u||1¢maz - _B3¢max (325)

Bis (3.24) sind die Rechenschritte Identisch zu denen aus [4]. Wie auch im zweiten Term
nutzen wir hier in (3.24)) die grobe untere Schranke durch den negativen Absolutbetrag,
um in den letzten zwei Ungleichungen die Holder-Ungleichung zu verwenden und haben

nun eine untere Schranke fiir den dritten Term gefunden.

3.1.10 Anmerkung (Dritter Term). Fiir den dritten Term haben wird zuerst die dritte
Ableitung von #(6*) bestimmt um damit eine Schranke fiir den dritten Term zu erhalten.
Die Umformungsschritte bis gleich denen von [Bradley und Guestrin. Danach nutzen
wir grofitenteils die Holder-Ungleichung, sowie, dass E[|X|] > |E[X]| > E[X] gilt. In
dem Beweis von [Bradley und Guestrin wird an der Stelle die Jensen-Ungleichung
verwendet. Jensens Ungleichung sagt aus, dass f(E[X]) < E[f(X)] gilt, wenn f eine
konvexe Funktion ist [I2]. Die Funktion f(x) = 2® ist im Negativen nicht konvex und wir
konnen nicht ausschlieBen, dass u’ ¢(X) negativ sein kann. Deswegen wenden wir diese
Ungleichung nicht an.

In [4] wird davon ausgegangen, dass ¢(x) immer positiv ist und ming ;cq1, . 4y ¢(x); =0
gilt, jedoch kann u trotzdem negative Eintrige enthalten, sodass u” ¢(X) auch in diesem
Fall nicht nur positiv sein kann. Somit darf diese Ungleichung auch in dem Beweis von

Bradley und Guestrin| nicht anwendet werden.
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Vierter Term

Um eine untere Schranke fiir den letzten Term zu finden, wenden wir die Dreiecksungleichung

all:

167, = [1(6" — (u +67)) + (u+67)], <1607y = [I(w + 6)[p < [l
< (16" = (u+ ")y + [[(w+ 0%, <l(u+ 67, =107 > —ul,
= [I = uflp + [[(w + 67)], SA([(w+0%)[, = 1607]lp) = =Allwlly

An dieser Stelle gibt es eine Fallunterscheidung zwischen p = 1 und p = 2. Fiir p = 1 gilt
A(l(w +6%) 1y = [167]11) = =Al[ully
wahrend fir p = 2
A(ll(w +6%)]l2 = [[07]12) = —Allwllz = = Al (3.26)
gilt, so haben wir fiir beide Fille die gleiche Schranke.

3.1.11 Anmerkung (Vierter Term). Fiir den vierten Term wird durch eine geschickte

Addition von null und die Anwendung der Dreiecksungleichung eine untere Schranke erzielt.

Schlussfolgerung

Wenn wir nun die Resultate aus ((3.17)), (3.20), (3.25) und (3.26]) zusammenfiigen, erhalten

WIIr

Cmin
G(u) > —3B + WB2 — ¢ 0B — \B (3.27)
- Cmin 3 2 )
—B< Bt =g B OmaaB” — A

mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 2d exp (— ((82N)/(2¢2,42))), denn alle Schran-

ken, aufler der fiir den ersten Term, gelten mit Wahrscheinlichkeit 1.

Weiterhin muss nach Voraussetzung G(u) > 0 und B > 0 (B = ||ul|1) gelten. Dies bedeutet,

dass

Cmin
—B+ =5 B- ¢ B> —A>0 (3.28)
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erfiillt sein muss. Nun koénnen wir, mithilfe der quadratischen Ergédnzung, den Bereich
berechnen in dem sich B befinden muss, damit die Bedingung in (3.28) gilt.

Cmin
7(ﬁ+>‘)+ 2d B7¢§na132>0
A min
Gl 2;)3 B+ B%<0
(/8 + )\) ( szn )2 ( Cmin )2 szn 2
e \was,,) \ws,,) 20,000
e \1doh,,) T\ dag,,) <°
Cmin 2 (ﬁ + >\) Cmm 2
(2 ga) < g (g

_ _(B+)‘) ( szn )2 B Cmm _(B"')\) ( Cm'm )2
- ¢ b \2d6d,,) U T dden,, N b, T \ddsh,,

< ¢ 1 \adot,,) Tt PN T o T \Weh.,) T 1ds,
(3.29)

Es wére nun naheliegend, B moglichst nahe an der unteren Schranke zu wéhlen. Weiterhin
sollte B bei einer steigender Stichprobengréfie gegen null konvergieren, und damit auch die
untere Schranke von B.

Damit diese Bedingung gegeben ist, muss der Term (8 + A) gegen null konvergieren, dafiir
miissen sowohl 5, als auch A dieses Kriterium erfiillen, weil beide Variablen nicht negativ
sind. Da wir bei der Formulierung der Optimierungs-Funktion die Variable 5 nicht wéhlen
konnen, definieren wir sie iiber eine Funktion von A. Um die Funktion moglichst einfach zu
halten, wéahlen wir ein Polynom ersten Grades.

Eine einfache Wahl fiir A ist z.B. wN~7 mit w,y € R", dann ist 8 der Form rwN—" = vN~Y
mit v € RT.

Wenn wir uns nun die Wahrscheinlichkeit 1 — 2d exp (—(82N)/(2¢2,,,)) anschauen, dann

2

kénnen wir erkennen, dass wenn (82N)/(2¢2,,.

) gegen unendlich konvergiert, der gesamte
Ausdruck gegen eins konvergiert, was von uns gewiinscht ist, damit die Schranke fiir den
Fehler bei einer steigenden Stichprobengréfie wahrscheinlicher wird. Deswegen wollen wir
B so wihlen, dass 82N = v2N"2YN = v2N~2*t! gegen unendlich konvergiert. Dies ist
gegeben, wenn —2v + 1 > 0 gilt, das bedeutet fir v, dass v < 1/2 gelten muss. Mit dieser
Einschrankung wissen wir nun, dass unter unseren vorherigen Annahmen v € (0,1/2)
gelten muss.

Betrachten wir nun die untere Schranke von B in (3.29) etwas genauer. Damit der Term
unter der Wurzel \/ —(B4 N/ ($3,00) + (Conin/(4d¢3,,.))? nicht negativ ist und somit einen

giiltigen Wert hat, muss (8+))/¢2,4s < (Crmin/ (4d¢3 ))2 gelten. Da (5 + \) stetig fallend

max

ist, geniigt es, wenn die Ungleichung fiir das kleinste NV gilt. Dies muss nicht notwendig

N =1 sein, weil dies eine unrealistische Stichprobengréfie ist. Die Schranke diirfte auch ab
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einem grofleren N gelten, jedoch wéahlen wir hier trotzdem einfachheitshalber als kleinste

StichprobengréBe N = 1. Es muss also nur (v + w) /3,40 < (Crmin/ (42d¢mm))2 gelten.

2

szn

02 max
=0<v< m
Dies bedeutet, dass wir v als
C?TLZ'N,
mit [ € (0, 1) beschreiben kénnen. Da aber noch
0< (’U + U}) < m
C?. C?.
l mzn mzn
C?’QVLZTL
gelten muss, wahlen wir fir w
C?%’LZTL

mit a € (0,1). Setzen wir nun die resultierenden A und g:

c2. C?.
>\ — 1 l &N_“f l&]\[—'y . 2
W=D g P=lprs,, (3.32)

in die untere Schranke von B ein.

C’?mn o Cmm 2 szn
B> —\/—(a(l DD Epg N H (4d¢ ) T

max max

len len
=~ J(—(a(1 =)+ H)N-7 + 1
len len
Cmin
= (=N 1) 41 .
4d¢§m( (N +)+> (3.33)

Wir kénnen also B = dggm ( VN4 1)+ ) wéahlen. Damit gilt:

16— 0|, < 4;’;5 min (—,/(—N—v )+ 1) (3.34)

max

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 2dexp (— ((C,,,)/(2%°d*¢%,,.)) P N'1=27).
Da die Variable a aus (3.31)) beliebig aus dem Intervall (0,1) gewéhlt werden kann, reicht
es, wenn A < (1 —1) ((C,Qnm)/(éld%bmm)) N7 gewdhlt wird. Damit ist die anfinglich
vorgestellte PAC-Schranke bewiesen.
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3.1.12 Anmerkung (PAC-Schranke). Dieser Ansatz unterscheidet sich von dem von
Bradley und Guestrin dadurch, dass diese zuerst B so gewahlt haben, dass A maximal
sein kann und danach B mit der asymptotischen Konvergenzrate von konsistenten MCLEs
multiplizieren, wobei die Konvergenzrate selber N~1/2 ist [I8], in [4] wird jedoch mit N~
mit 0 < v < 1/2 multipliziert. Dies wird dort getan, um durch ~ eine Verbindung zu
der Wahrscheinlichkeit herzustellen. Danach wéhlen [Bradley und Guestrin| A = § so, dass
G(u) > 0 gilt.

Wir berechnen im Gegensatz zuerst die untere und obere Schranke von B, sodass G(u)
positiv ist und B unsere Fehlerschranke sein kann. Danach iiberlegen wir uns eine Belegung
fiir  und A, sodass die Wahrscheinlichkeit steigen und die untere Schranke von B fallen
kann. Wir orientieren uns an dieser unteren Schranke, um B zu wahlen

Der Grund wieso wir durch diesen Ansatz eine kleinere Schranke erhalten als [Bradley und
Guestrin| ist, dass wir A <  wéhlen. Fiir [ = 1/2 wére unser 3 gleich zu dem von [Bradley
und Guestrin, dadurch aber, dass wir A kleiner als 8 wéhlen, ist unsere untere Schranke
kleiner als deren, sodass wir effektiv fiir B die untere Schranke von Bradley und Guestrin

wahlen konnten.

Stichprobenkomplexitit

Um die Stichprobenkomplexitit zu berechnen, wollen wir die Stichprobengrofle berechnen,
die nétig ist, damit der 11-Fehler [|@* — |1, kleiner € ist mit einer Wahrscheinlichkeit von
1 — 4. Zunédchst berechnen wir dafiir v in Abhéngigkeit von § und N:

Ol
S
Cct . EN1=2 8
o (i) <
C4 ) Z2N172’y
& - %T = log (9) — log (2d)
- 20d ¢},
SN = _W (log (6) — log (2d))
9 74 48
<(1—2v)logN =log (_C“»WZL;I (log (8) — log (2d))>
9 4 8
1 (log (P (los (0) —log 2d) -
= 2 log N a (3:35)

Hier gilt v € (0,1/2) nicht mehr fiir alle § und N, da fiir kleinere Stichprobengréfien ~
negativ sein muss, damit die Wahrscheinlichkeit 1 — § gilt. Darauthin berechnen wir N,
sodass [|0* — 0]|; < B < e gilt. Dafiir muss N in Abhéngigkeit von ¢ und v gewéhlt werden.
Nur mit unserer Schranke ist dies schwierig:

45;,}1'” (—er 1) <e

max

4de?
CN 1D >1- e% (3.36)

mn
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Wenn wir hier quadrieren wiirden, um nach N umzustellen, dann wére die Richtung der Un-
gleichung abhéngig von e. Deswegen nutzen wir zur Berechnung der Stichprobenkomplexitét
eine grobere Abschétzung:

szn
4d43

16 — 6%l <

( (-NG= 7)+1)+1> 45;5”’” N™7<e (3.37)

maxr

Die Abschétzung gilt, da
/(=N +1)+1< N
~NCY 1< (N7 —1)?
NV 1< N2 2N 41
0<N 2N (3.38)
eine wahre Aussage ist. Diese Schranke ist die gleiche wie die von [Bradley und Guestrin|,
weswegen wir nun eine dhnliche Stichprobenkomplexitéit berechnen werden:

szn
4d¢ma:c

N7 <

N77<e

4d¢maa}

- szn

4dep?
—7log(N) < log %“’”6

min

min

7vlog(N) > log

443 e
Nun kénnen wir das « aus (3.35]) einfiigen:
len
vlog(N) > log ——
log ( — 2= (log () — log (2d)
L i —1|[log(N)>lo Crmin
2 log N BUN) =108 L3 ¢

1 29443 ) 1 Crnin
_ - _ max - > _ man
2 log ( otz lo <2d>> 2 log(N) = log 4d

mzn d)maac

2948 0 C,
-1 Z__ Tmaz 1, 1 N) > 21 _Zmin
°g< L2 <2d)) +10g(N) = 2log 1555

min (bmax

Chin 29d4 48 1)
log(N) > 2log ———— +1 — A% 6o | —
o8(N) 2 2log g3 < Hlos ( Chinl? (2d)
Cmin 9 4(;5 5
N > 2log ———— +1 — - TAT 1o [ —
=P ( %8 1deBgme ( Chinl? (2d)
25 2¢ 2d
N> 2d oz, (29
C?. 1262 ( J )
Womit Theorem [3.1.2] bewiesen ist.
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3.1.13 Anmerkung (Stichprobenkomplexitit). Um die Stichprobenkomplexitéit zu
berechnen, muss zuerst v so gewahlt werden, dass die Wahrscheinlichkeit mindestens so
grof} ist wie 1 — §, wobei § beliebig gewdhlt werden kann. Dafiir setzen wir § gleich der
oberen Wahrscheinlichkeitsschranke fiir einen Fehler und stellen nach 4 um. Danach kann
~ in die Fehlerschranke eingefiigt und nach der Stichprobengrofie N umgestellt werden.
Mit unserer Schranke ist dies nicht gelungen (siehe ) Deswegen haben wir eine
obere Schranke der Fehlerschranke benutzt (3.38). Diese Schranke ist der von Bradley und

Guestrinl sehr ahnlich.

3.1.2 Diskussion MLE

Das Ziel des Beweises ist es, eine PAC-Schranke und eine Stichprobenkomplexitét fiir die
regularisierte Maximum-Likelihood-Schétzung zu finden. Zuerst wird eine PAC-Schranke
ermittelt. Daftir wird die Funktion G(u) definiert. Diese Funktion hat die Eigenschaft,
dass sie an der Stelle & — * einen negativen Wert annimmt. Durch die Konvexitat der
Funktion kénnen wir feststellen, dass wenn wir ein B finden, sodass Vu € RYAllul|; = B :
G(u) > 0 gilt, dann gilt ||@ — 6*||; < B. Dies bedeutet, dass B unter diesen Bedingungen
eine obere Schranke fiir den Fehler darstellt. Wenn es nun eine untere Schranke fiir G(u)
in Abhéngigkeit von |[u||; geben wiirde, dann konnten wir B = ||ul[; so wihlen, dass diese
Funktion mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit definitiv positiv ist. Um eine solche
Schranke zu finden, wird die Taylorformel verwendet, wodurch es vier Terme gibt, fiir die
eine untere Schranke in Abhéngigkeit von B ermittelt werden muss. Wir bestimmen fiir
alle vier Terme eine untere Schranke und wéhlen am Ende die iibrig gebliebenen Parameter
und ||u||; = B so, dass die oben beschriebene Bedingung gilt und B moglichst klein ist.

Damit kénnen wir eine PAC-Schranke und eine Stichprobenkomplexitét aufstellen.

Obwohl der Beweis sich an dem von [Bradley und Guestrin| orientiert und somit diesem
sehr dhnlich ist, gibt es trotzdem einige Unterschiede zwischen MRFs und CRFs, sowie
einige andere Ideen. Die Hauptunterschiede zum Beweis von [Bradley und Guestrin|sind,
dass wir nicht davon ausgehen, dass ¢(x) fiir alle € X nur positive Eintrdgen haben
kann. Deswegen ist dpae als Gmaz als Pmax = Maxy g, ay [¢(x)i| definiert, weiterhin
wurde durch die Aquivalenz von V2¢(6) und V201 (6) die Schranke fiir den zweiten Term

einfacher als die von |Bradley und Guestrin/ und gilt mit Wahrscheinlichkeit eins.

Fiir den dritten Term verwenden wir im Gegensatz zu |Bradley und Guestrin| die Jensen-
Ungleichung nicht, da die Bedingung fiir diese Ungleichung nicht erfiillt sind. Zum Schluss
orientieren wir uns, anstelle B mithilfe der asymptotischen Konvergenzrate zu wahlen, an
der unteren Schranke fiir B, wodurch wir eine bessere PAC-Schranke erzielen. Fiir das
Berechnen der Stichprobenkomplexitét stoflen wir mit unserer Schranke auf Schwierigkeiten

(3-36)), weswegen wir stattdessen eine obere Schranke von ihr benutzen ([3.38).
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3.2 MPLE

Die gleiche Beweisstrategie wie schon beim MLE, wenden wir hier fiir den konsistenten

MCLE an, um eine PAC-Schranke und eine Stichprobenkomplexitéit herzuleiten. Seinen

fiir die beiden folgenden Theoreme Ciyip, als minjegy . my Amin(V201,(6%) A;) und pyi, als
minte{l,..,t}(Zj:thj Amin(VQKL(O*)A].)) definiert.

c?. .

min— N~V myit

3.2.1 Theorem (PAC-Schranke des MCLE). Seien 0 < A < (1 —1) PrErS!
1€ (0,1) und v € (0,1/2). Dann gilt fiir @ = argming {cr,(0) + N||6||,, mit einer Wahr-

scheinlichkeit von mindestens

4 2a71-2 2
pminl N 7 2 NCmm
1-— 2dexp <_215d4M#Lax¢§na1> —2md exp —m (339)

die Schranke:

16-6"1 < (1-vV=N7+1) ﬁ (3.40)

3.2.2 Theorem (Stichprobenkomplexitiit des MCLE). Angenommen argming {c1,(6)
sei ein konsistenter Schatzer. Seil € (0,1) und X entsprechend der PAC-Schranke. Dann
gilt ||0* — || < e fiir § = argming {1, (8) + \||0)|,, mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — &

bei einer Stichprobengréfie von

2d + 2md2 29d2M72naac¢72namp3ni
N > log ( 5 ) AW n (3.41)

3.2.1 Beweis

Die Stichprobenkomplexitét des MCLE ldsst sich auf eine d&hnliche Weise berechnen, wie

die des MLE. Auch hier minimieren wir
for(8) = ler(8) + A6l (3.42)
fir p € {1,2} und definieren die Funktion G(u) mit u = 6 — 6*:
G(u) = Lor (0" +u) — Lor(67) + (0% + ull, — [67],) (3.43)

Die Hessematrix der empirischen Log-Composite-Likelihood VQECL(O) ist eine Summe aus
Kovarianzmatrizen, welche immer positiv semidefinit sind. Deswegen ist V2/¢ () selber
auch positiv semidefinit und damit die Funktion /¢, (6) konvex. Aus diesem Grund kénnen
wir auch hier die gleichen Eigenschaften wie bei Theorem erkennen.

Wir wollen wieder, aus dem gleichen Grund wie beim MLE, eine untere Schranke fiir G(u) in
Abhéngigkeit von B finden. Wenn wir u = 8 —6* definieren, dann gilt /o1, (0" +u) = lor(6).
Um diese Funktion und ECL(O*) in Verbindung zu bringen, wenden wir hier die Taylor-

Formel fiir /¢ (6) um den Punkt 6* an. Daraus resultiert

. R R 1 R 1 d
lo1(0) = lon(6) + (Vien(0) u+ Sul (V*ien(67)u+ = Y ugu? ( -
s=1

s

VECL (0)) u,
(3.44)
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mit u = 0 — 6" und 6 = u + af* fiir ein a € (0,1). Jetzt konnen wir das Resultat aus

(3.44]) in (3.43) einfiigen, um

Dritter Term

Erster Term

5@ T L 7925 (g 1Y (9 <) 4
G(u)=|(Vlcrp(0%)) u |+ JU (Ver(0%)u + EZuzu (80V60L(G)) w| (3.45)
i=1 i

+ (167 + wll, — (671,

zu erhalten. Auch hier werden wir fiir jeden Term einzeln eine untere Schranke in Abhén-
gigkeit von B suchen. Da der letzte Term, dem aus (3.12)) entspricht, werden wir fiir diesen
Beweis die gleiche Schranke aus (3.26)) verwenden.

3.2.3 Anmerkung (Vorbedingung). Der Ansatz des Beweises ist der gleiche wie bei
schon beim MLE. Der einzige Unterschied ist, dass wir hier anstelle von der regularisierten
empirischen Log-Likelihood-Funktion fr, , die regularisierte empirische Log-Composite-
Likelihood-Funktion fcor, verwenden. Auch hier wird die Funktion G(u) (3.43)
mithilfe der Taylorformel als definiert. Da diese Funktion die gleichen Eigenschaften
besitzt wie beim MLE, suchen wir auch hier fiir jeden Term eine untere Schranke in
Abhiingigkeit von [|u| = B um dadurch eine obere Schranke fiir den Fehler 6 — 8* zu finden.
Wobei hier 6 die Funktion for optimiert.

Erster Term

Fiir den ersten Term berechnen wir den Gradienten Vi, (0). Weil es sich hierbei um einen

Vektor handelt, betrachten wir von ihm zuerst einen einzelnen Eintrag bo (0) = a%tt% ()

2 @)= Ly
06, ‘" T N =

> (0@ + Epyx, o, y[0m, (X, 00, )]
ZtEB]' J

Hierbei bedeutet die Notation j:t € B; = {j € {1,...,m}|t € B;}. Daraus folgt fiir den
Gradienten Vicr(0):

. 1 Y . ,
Vier(®) =5 Y3 (~0m,) + Boyox, o, lom, (X aln)))  (340)

i=1j=1
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Fiir alle Eintrige Vicr (0%)¢ mit t € {1,...,d} gilt, dass sie im Erwartungswert null sind:

Ep,. (x) [NZ > ( )t + Epg, (X, I, H[¢s, (X'Ajamz\Aj)t]>]

=1 j:teB;

N N
= —%Z Z Ep,. (x) [0(X)e] + ;Z Z Ep,. (x) {Epg SIS [QS(X;;]»X\AJ%H

i=1 j:teB; i=1 j:teB;

> Epg. (X\a)) [Epe*(x;\j|m<Aj) |:¢(X/Aj7X\A]')t:|:|

N
. + Z
= tEB =1 tEB
N
>

Weiterhin konnen wir feststellen, dass jedes Vi (0%); durch das Intervall [—2@maz My, 20maz M)
beschrénkt ist, dabei ist M; mit ¢ € {1,...,d} die Anzahl an Indexmengen B; mit

j €{1,...,m} in denen der Index ¢ vorkommt und ¢4, ist, wie schon im Abschnitt zum
MLE, definiert als maxgex jeq1,....ay [¢(x)i|. Mithilfe dieser Erkenntnisse wenden wir nun

die Hoeffding-Ungleichung an und erhalten

(|Z > <—¢B )t + Bz x, 0t )[98, (Xﬁaxj»wiAj)to | > 5)

=1 j: BtEBB

62
§2exp< 8M2 5 )

max

Wenn wir nun Myq; = maxgeqy,.. gy M definieren und die Bonferroni-Ungleichung anwen-

den, erhalten wir:

. 2N
P (”VECL(O*)”oo > /B) < 2dexp (‘W) (3.47)

Als néchstes konnen wir fir den ersten Term von (3.45)) die gleichen Schritte wie bei (3.17))
nutzen, um die selbe Schranke (Vo (0*))Tw > —3B mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 1 — 2d exp (— ((82N)/(8M2

max max))) zu erhalten.

3.2.4 Anmerkung (Erster Term). Die Berechnung der Schranke fiir den ersten Term
beim MCLE ist dhnlich zu der Berechnung des ersten Terms beim MLE. Auch hier nutzen
wir die Schranke y > —|y| und teilen den Term mithilfe der Hélder-Ungleichung in ||u||; = B
und ||V/1(6*)||s auf. Um eine untere Schranke zu finden, muss noch eine obere Schranke
fiir die Max-Norm von V7 (6*) gefunden werden. Dadurch, dass es sich um den Gradienten
des empirischen Log-Composite-Likelihood-Schéatzers handelt, ist dies nicht die Differenz
des empirischen und des richtigen Erwartungswerts von ¢(X). Deswegen nutzen wir die
Hoeffding-Ungleichung leicht abgewandelt im Vergleich zu Beweis [3.17} Wir definieren
jeden Eintag im Gradienten als eine Summe iiber Variablen, dessen Erwartungswert null ist,
sodass die Hoeffding-Ungleichung angewendet werden kann. Der Rest der Berechnung ist

jedoch gleich zu Beweis [3.17} Deswegen ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Schranke kleiner
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als beim MLE. Sie ist auch kleiner als die von [Bradley und Guestrinl, da wir nicht davon
ausgehen, dass ¢(X) positiv ist, weswegen Wir ¢maz = MaXzex ieq1,...q} |¢()| definiert
haben.

Um als néchstes fiir den zweiten Term von (3.45)) eine Schranke zu finden, miissen wir
zunachst die empirische Hessematrix V2éCL(0) bestimmen. Dabei sehen die Eintrége dieser

Hessematrix V2o, (0): ), wie folgt aus.

0 i i
80t0k Z Z (EPB(X/Ajm’iAj)[qb(XfAj’m\Aj)k¢(X:4j7m\Aj)t]

=1 j:it,k€B;

= Ery(xr ol , )19 Ky #a i By, o, 0K, @4, )t]> (3.48)

Die Hessematrix der empirischen Log-Composite-Likelihood selber sieht demnach folgen-
dermaflen aus:

N m
. ®
2ECL ZZ (EPQ(X £ ) | @B, (XA ax\A )® —EPB(X/A]@(AJ) [éf’BJ (X;xj:mz\Aj)} >
i=1j=1
(3.49)

Dies bedeutet, dass jeder Eintrag der Hessematrix der echten Log-Composite-Likelihood-
Funktion wie folgt aussieht:

0

mfcﬂ@) = Ep,. (x) [ > (EIP’Q(X;‘j\X\A].)[Cé(X{Aj7X\Aj)k¢(Xi4j7X\Aj)t] (3.50)

j:it,keB;

—Bpoxt, 1%14)) [6( X4, X\ a, )] Erox), 1X\4)) [6(X 4, X\ 4, )t]) }

Und die Hessematrix der echten Log-Composite-Likelihood folgendermaflen:

Vo1 (0) = Ery. (x) [Z(Eme(x;&j 1,0 (085 (Xay, X)) = Ero(x), 1X\4,)195, (X, X\Aj)}®)]
i—1

] (3.51)
Bei der Betrachtung von und lasst sich erkennen, dass diese Hessematrizen aus
den Hessematrizen V(¢ (0) A; beziehungsweise VQ@CL(B) 4; der Composite-Likelihood-
Komponenten bestehen. Wenn wir jetzt fiir den zweiten Term den gleichen Ansatz nutzen
wollten wie beim MLE, dann stellen wir fest, dass die empirische und die erwartete
Hessematrix nicht gleich sind, womit auch die minimalen Eigenwerte nicht gleich sind. Der

Anfang der Herleitung ist jedoch &hnlich:

i (VQECL 0%)a ) up,;

l\D\*—‘

(V%L (6 )
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Ab hier bis zum Ende des Abschnittes zur unteren Schanke des zweiten Terms nutzen wir

die reduzierten Schreibweisen von V2/¢ £(0%) 4, und von up; (vgl. |2.4.4| und |2.4.8[). Fur

den zweiten Term ergibt sich dadurch kein Unterschied, weil die obere Summe sich dadurch

nicht andert.

1

|ug, H2

1
2 * 2
Vilor (0 ug.||up.

.
Il
—

I
N | =
NE

Amnin (VQgCL(e*)AJ) Hqu H%

<
Il
-

vV
DO | —

1 m
= (Z Ain (V2001(0%)4,) > u,?)
j=1 t:teB;
1¢ R
-5 Ain (V2or(07)4,) | uf (3.52)
t=1 \j:teB;

Pt

Wenn anstelle von EACL(B*) 4; das richtige £or(60%)a; stehen wiirde, und solange Vt €
{1,...,d} 3j € {1,...,m}: t € By gilt, dann ist die Summe p; nie null, da die Hessema-
trizen der reduzierten wahren Log-Composite-Likelihood-Komponenten V2£() A; positiv
definit sind Weiterhin gilt 3t € {1,...,d} : u; # 0, da u # 0 nach der Voraussetzung

aus Theorem gilt. Somit ware der Term grofer null.

Da die Teil-Matrizen von V(¢ (0*) und V2/cr(6*) unterschiedlich sind, werden wir die
Differenz zwischen den beiden analysieren. Als erstes berechnen wir die Differenz zwischen
den einzelnen Eintrigen der Teil-Matrizen. Der Ubersicht halber, nutzen wir die abgekiirzte
Notation ¢(X'y,) = ¢(X'y,, X\ 4;)-

[€cr(07)a;lek — [Lorn(07)a, ]tk

=Ep,. (x) Epe(quj |X\Aj)[¢(XlAj)k¢(XlAj )el — E}P,,(x'Aj 1%\ 4,) [(Xa, )] E}Pe(x'Aj \X\AJ,)W’(XIAJ-M

Y

Z < ]P’Q(X’ \ml [¢Z(X//1])k¢l(X/AJ)t} _E]P’Q(X'A]|ZL\A)[¢Z(X/AJ)IC] ]E]P’B(X;\Jml\A)[(bl(XiA])t])

Da der obere Term der Erwartungswert der Zufallsvariable Y ist und der untere Term der
empirische Erwartungswert von Y ist, konnen wir an dieser Stelle wieder die Hoeffding-
Ungleichung anwenden. Dabei ist zu beachten, dass diese Zufallsvariable héchstens 2¢2, .
7 ae Sein kann, weil E[QS(X;‘J_)kgb(X;‘j)t}, sowie E[gb(X’Aj)k] E[Cf)(X;;j)t]
durch [~¢2,,,, #2,..] beschrinkt sind.

Daraus folgt:

und mindestens —2¢?

P (|[lor(6")a,luk — [l (67 a ]kl = €) =P ((wcmo*)Aj]t,k llon(®) i) 2 3)

<9 < Ne? )
S z€exXp
8¢mafl’
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Sei d4, = |Bj|, die Anzahl an Elementen in ¢p,(X). Wenn wir nun die Bonferroni-
Ungleichung tiber alle Elemente ¢,k € B; anwenden, erhalten wir:

e 2 2 2 2 Né?
P ZZ (KCL ), )tk — [boL (07 )Aj]t,k) = dy € | <2d5, exp ( 81 )
=1 k=1 maz
da, da, , N
. €
<P Z Z (&:L ek = [lcr(67)a ]t,k) > da,e | <245, exp < S )
t=1 k=1 max
da, da, , N2
I €
SP [\ SN (er@)aln = on®)a)un) =€ | < 243 exp ( 8d2> (3.53)
=1 k=1 maz

Im letzten Schritt haben wir links € = d A;¢€ gesetzt und damit auf der rechten Seite € mit

ﬁ ersetzt. Bei dem Term in der Wurzel handelt es sich um die Frobeniusnorm (vgl. |A.2.3
J

der Matrix [(or(8%)]a, — [for(07)]a,

Als néchstes versuchen wir, fir die Frobeniusnorm mit dem minimalen Eigenwert von

V(¢ (6%) 4, in Verbindung zu bringen. Zur Abkiirzung der Notation definieren wir QY =
V2lcr(0*) 4, und QY = V2gCL(0*)Aj. Wir nutzen hier die Notation aus Definition

Weiterhin definieren wir die Funktion v,;,.

3.2.5 Definition. Sei V' eine quadratische Matrix, dann sei die Funktion v, (V) :
R4 5 R? definiert als v (V) = Argmin,,(jy|j,—1 v V.

Damit ldsst sich der minimale Eigenwert einer Matrix V' als vyin (V)T Vomin(V) schreiben.
Amin(QAj) = Umin(QAj )TQAj Umin(QAj)

Da Upin(Q49) = argmin |, - v Q4 v gilt, kann fiir jeden anderen Vektor v mit ||v||s = 1
der Term v7' Q4 v nur groBer werden kann, somit auch fiir Umm(QAJ' ), was zu dem néchsten
Schritt fiihrt.

S Umin (QAj )TQAj vmin(QAj )

= Umin(QAj )TQAj Umin(QAj) + Umin(QAj )T(QAj - QAj )Umin (QAj )
(3.54)

Amin(QAj) + Umin(QAj)T(QAj - QAJ)Umin(QAj>

Amin(QAj) 2 Amin(QAj) - vmin(QAj)T(QAj - QAj)Umin(QAj)
Hier haben wir in (3.54]) zuerst null addiert und dann nach Amin(QAJ') umgestellt. Jetzt
nutzen wir aus, dass der maximale Eigenwert einer Matrix V: Ay,q.(V) nach Courant-

Fischer definiert ist als max|jy|,—1 v TV (vel. -) dies bedeutet, dass v'T Vo' fiir einen
beliebigen Vektor v’ mit ||v'||2 = 1 nicht groBer ist als Asuaz (V).

Z Amin (QAj) - Amaw(QAj - QAJ)
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Der maximale Eigenwert einer quadratischen Matrix ist gleich dem maximalen Singulérwert
dieser Matrix. Der maximale Singuldrwert wird auch als Spektralnorm bezeichnet, welche
kleiner ist als die Frobeniusnorm [24], was uns den Schritt zur néchsten Ungleichung
ermoglicht und einen Zusammenhang zu bietet.

t=1 k=1

> A dejdfj(@m )

dA dA
& Auin(@Y) = Awin(Q J >3 (et -an) (3.55)

t=1 k=1

Fiigen wir nun (3.55)) in (3.53)) ein:

i AAN2 N/2
P ZZ(Qfé*Qfé) > ¢ gzdijeXp< 8d2>

t=1 k=1 mazr

A X AA; / 2 N,2
:>IP Amln Q mm(Q J) Zf) §2d €Xp 8d27

AA; AN 2 Ne?
@P(Amln ON) < Amin(QY) _6) < 2d% exp 5, ot (3.56)

max

Wenn wir € = %Amm(QAJ' ) wéhlen und C; = Amin(Q%) definieren, dann erhalten wir

NC?
( mln(QA ) 1 ) < 2d2 eXp( 36d2¢)> . (357)

Definieren wir

in — i Amin 2 )a; :
Cin je{rlrf.l.r.}m} (V lor(0 )AJ) , (3.58)

da wir damit fiir alle 7 € {1,..., m} die gleiche Schranke

. 1 NC?
P Amin A < Z0.) <2 2 min
(Anni@®) < 50,) <2 eXp( 36d2<z>m>

aufstellen konnen.

Jetzt konnen wir die Bonferroni-Ungleichung tiber alle VQECL(H*)Aj mit j € {1,...,m}

anwenden.
. NC?
P (37 e{l,...m} : Amin (V%L(G*) ) < 2) < 2md> exp< %,df(;"”> (3.59)

Sei py definiert als p; = Zj:tij (Amin (V2ECL(0*)AJ.>) und p; analog fiir die empirische
Log-Conditional-Likelihood-Funktion definiert als pr = >_,¢ B (Amin (VQECL(G*) Aj)>-
Mithilfe der Ungleichung (3.59)) schlieflen wir auf

Nc2

2 mzn
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Da alle Apin (VQEACL(H*) Aj> mit 7 € {1,...,m} mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
groBer als C;/2 sind, gilt die gleiche Wahrscheinlichkeit fiir alle Summen von diesen
minimalen Eigenwerten, denn damit die Summe g; kleiner ist als p;/2, muss ein Summand
C'j existieren, der kleiner ist als C;/2. Dies gilt nur, wenn es sich tatsichlich um eine Summe
von minimalen Eigenwerten handelt, weswegen Vt € {1,...,d} 3j € {1,...,m} : t € B;
gelten muss. Mit diesen Erkenntnissen werden wir fortsetzen und die gleichen
Umformungsschritte nutzten wie |Bradley und Guestrin| [4]:

L (@) uz LS [ e (Ven@)) ]

t=1 j:uteuAj

In den Klammern steht nun die Definition von p;, sodass wir diese hiermit ersetzen kénnen

und darauf (3.60)) anwenden kénnen.
14
=5 D b
t=1
d
11,
> B Z o Pl (3.61)
t=1
Wenn wir pmin = mingeqy . gy p¢ definieren, dann konnen wir weiter abschétzen.

1 d

meTL pmzn
> Ju ||1 B*. (3.62)

Y

2
Dies gilt dann mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 2md? exp (_?W)’

wie es in (3.60]) erkennbar ist.

3.2.6 Anmerkung (Zweiter Term). Die Herleitung fiir die Schranke des zweiten Terms
fiir den MCLE ist am kompliziertesten von den drei Termen. Nach dhnlichen Rechenschritten
wie beim MLE schon, stoflen wir in auf das Problem, dass die Hessematrizen
VZer,(0*) und V20or,(6%) unterschiedlich sind und damit auch ihre Eigenwerte.

Bradley und Guestrin vergleichen an dieser Stelle die beiden Matrizen, um eine Schranke
fiir den minimalen Eigenwert zu finden. Beide Matrizen bestehen aus den Hessematrizen der
wahren, beziehungsweise empirischen, Log-Composite-Likelihood Komponenten, weswegen
der Unterschied zwischen den einzelnen Komponenten V2ECL(0*) 4; und V0o (6%) A;
betrachtet wird.

Der Vergleich zwischen der wahren und der empirischen Hessematrix der Komponenten ist
nétig, da wir eine Schranke wollen, die nicht von den spezifischen Daten in der Stichproben
abhéngig ist, sondern nur von der Grofle der Stichprobe. Der minimale Eigenwert der empi-
rischen Hessematrix kann auerdem null sein, dies liegt daran, dass eine minimale suffiziente
Statistik fiir den Zufallsvektor X nicht minimal ist, wenn ein Teil der Zufallsvariablen,

X 4; durch Konstanten ersetzt wird. Fiir die Hessematrix der wahren Komponenten ist
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dies jedoch irrelevant, da dort durch den Erwartungswert tiber alle Realisierungen von X
aufsummiert wird, wie es in Beweis [2.4.9] erkennbar ist. Hier ist es wichtig, darauf zu achten,
dass fiir die minimalen Eigenwerte der Komponenten, die reduzierte Form der Hessematrix
verwendet werden muss, da sonst ¢p; nicht minimal ist, und damit der minimale Eigenwert
null.

Mithilfe der Hoeffding- und der Bonferroni-Ungleichung kénnen wir eine Schranke fiir
die Frobeniusnorm der reduzierten Matrix V(o (0*) Ay — VZgCL(B*) A; bestimmen .
Die Frobeniusnorm einer symmetrischen und quadratischen Matrix ist grofler als der ma-
ximale Eigenwert, deswegen haben wir in festgestellt, dass Amin(VZlor(0%)a,) —
Amin(VHer(07)4,) < Amax(VHer(0%)a4,—Ver(0%)4,) < [IV2or(07)a,—Vor(07) 4|l
gilt. Dafiir haben wir die Courant-Fischer Definition des minimalen und maximalen Eigen-
wertes benutzt (vgl. [A.2.1]). Dieser Beweis stammt aus [26]. Diese Ungleichung konnten wir
nutzen, um sie in (3.53)) einzusetzen und dadurch eine untere Schranke fiir eine einzelne
Komponente Amin(v2gCL(0*>Aj) mit 7 € {1,...,d} zu finden, sodass die Wahrschein-
lichkeit in N steigt. Durch die Bonferroni-Ungleichung beschrdnken wir die minimalen
Eigenwerte der Komponenten. Und damit auch Summen tiber diese minimalen Eigenwerte,
wie py = ZBj:tij Amin(VQECL(B*))A]

Solange p; fir alle t € {1,...,d} nicht null ist, daher jede Dimension von ¢ durch die Log-
Composite-Likelihood abgedeckt ist, konnen wir mithilfe von die untere Schranke fiir
den dritten Term herleiten . Dieser Teil der Beweises ist fiir MRFs beinahe identisch
zum Beweis von [Bradley und Guestrinl ist jedoch durch die Menge an Ungleichungen, die
dafiir verwendet wurden, am schwierigsten zu iiberblicken.

Die Bedingung, dass jede Dimension von dem Composite-Likelihood ¢ abgedeckt sein muss,
wird so in [4] nicht explizit erwahnt, muss jedoch auch dort gelten, damit pp, nicht null

ist.

Dritter Term

Fiir den dritten Term von (3.45)) miissen wir %&VQ@CL (0) bestimmen. Dafiir bestimmen
wir zuerst die Ableitungen %SVQZ% £(0)k.+. Der Ubersicht halber gilt in diesem Abschnitt
E5[X] = EPB(XA],|9;<A_)[X]’ sowie ¢p; (X a;,2') = ¢/ und ¢p, (X a;,2) = ¢7".

0
00,

N
V2o () =~ Z > (Eilshiel'el] - Ejlo} o} ELlol]

i=1 j:t,k€B;
— 001 B} [0 0] + 25 [0} | B} 6| B} 0] — B} (00 Ej (6] 61
Wenn wir nun - 0 V2cr, () insgesamt betrachten, erhalten wir:

N
oo V(@)= 5 30 Y (Bil(6M)° 0] + 260 E[041° — 25 60 B [(64)°)

00,
i=1 j:s€B;

—Ej[¢/ ] Ejl¢2 0] — Ejlohi ¢/ Ej[]") (3.63)
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Da jetzt die dritte Ableitung bekannt ist, suchen wir nun fir den dritten Term eine untere
Schranke in Abhéngigkeit von B.

icL(®)) u

d N
- % 2w’ (zlv D> B¢+ 2E[1 B 67 — Ej[(¢7) % Ej[62)

i=1 j:s€B;

— E;l¢”"| E[g1 ¢ — Ejl¢l 0" ES w"’i}T)) u

NZ Z%( > (B (uh, (6" un,) 6] + 2B [0 B [ul, ¢ us,]®
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Die Summanden von |lug, || sind eine Teilmenge der Summanden von ||ul|}. Wenn ein
Index ¢ existiert, der in mehreren Komponenten B; vorkommt, dann reicht es fiir eine
untere Schranke aus, ||u||$ mit der maximalen Anzahl an Komponenten zu multiplizieren,
in denen der selbe Index vorkommt.

N
1
N Z Mmaz||u”1¢maz = - maz”uH ¢maz = _MmaIB ()bmaz (365)

=1

Somit haben wir eine untere Schranke fir den dritten Term erhalten.

3.2.7 Anmerkung (Dritter Term). Die Herleitung der unteren Schranke fiir den drit-
ten Term fiir den MCLE ist sehr dhnlich zu der Herleitung des dritten Terms fiir den MLE.
Auch hier wird mehrfach die Holder-Ungleichung angewendet, um eine untere Schranke
herzuleiten und auch hier wird, aus dem gleichen Grund wie beim MLE, im Gegensatz

zu |Bradley und Guestrin| die Jensen-Ungleichung nicht angewendet. Da es sich hier um
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eine Summe von Komponenten handelt, wére ein einfacher Gedanke alle |lup; 13 mit ||u||3
nach oben abzuschéitzen und mit der Anzahl an Komponenten m zu multiplizieren. Da,
jedoch die Summanden von allen |Jup, ||7 mit j € {1,...,m} Teilmengen der Summanden
von ||u||? sind, reicht es in (3.65) aus ||u|} mit der Anzahl an Uberschneidungen dieser

Mengen zu multiplizieren.

Schlussfolgerung

Wenn wir nun die unteren Schranken fiir die einzelnen Terme ([3.47)), (3.62)), (3.65)), (3.26])

in G(u) einfigen, erhalten wir fiir G(w) mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens

62N 2 N072mn
1-— 2deXp < m — 2md exXp m

max

eine untere Schranke. Diese Wahrscheinlichkeit entsteht durch die Nutzung der Bonferroni-
Ungleichung iiber die Wahrscheinlichkeiten, dass die Schranken und (| nicht
gelten. Bis zu dieser Stelle ist der Beweis beinahe identisch zu dem Bewels von Bradley und
Guestrin. Die Unterschiede sind nur entstanden durch die unterschiedliche Definition von
®maz und dadurch, dass wir fiir den dritten Term nicht die Jensen-Ungleichung anwenden.

Glu) > —,BB+pZZ"B — Mypaod3,,, B> — \B

=B (54 ) + B M6} B (3.66)

Wie sich an dieser Schranke erkennen lédsst, miissen damit G(u) > 0 gilt, B > 0 und

—(B+ N+ p;”(}"B Moz P,y B2 > 0 (3.67)

gelten. Als ndchstes berechnen wir B, sodass (3.67) erfiillt ist:

— B+ N+ 2B MopaedPan B > 0

4d
ﬂ + )\ Pmin 2
B+ B

 Mmandms  2dMardios > 5 <0

B + A Pmin 2 pgnzn pgnzn
P B+ B — 0

MnarGiar 4deaz¢m O RPNt PEMRarbome
2
B - T O
<:> maz¢maw 82d2M72nax¢maac + SdM'maz(zsina:c <
o _ ,8 + A pmm <B— p'mzn 6 + A pgnin
Mmazd)maa: 82d2M72nax¢§nax Sdeaz¢max Mmal‘¢7’naa: 82d2M72nax¢?nax

Genauso wie beim MLE mochten wir B moglichst klein wéhlen, jedoch soll G(u) > 0

weiterhin gelten. Aus diesen Grund orientieren wir uns an der unteren Schranke von B:

— /= <B 3.68
\/ Moz ®30a + 82al2M2 + 8d Mz P ( )

maxr ¢max max
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Wenn wir wollen, dass 8* — 6 bei steigender Stichprobengrofie gegen null konvergiert, dann
miissen nach dieser Schranke § und A gegen null konvergieren. Eine einfache Wahl fiir A
ist wie beim MLE schon wN =Y mit w,y € RT und wenn wir 3 wieder als ein einfaches
Polynom ersten Grades von )\ definieren, dann wiire 3 = vN~7 mit v € R™. Da es aber
auch wiinschenswert wére, wenn die Wahrscheinlichkeit gegen eins konvergieren wiirde,

gibt es Einschrankungen fiir 3, weil es in der Wahrscheinlichkeit vorkommt:

BEN 5 NC2,
1—-2d ———— | —2md — 3.69
P ( 8Mgzaa: gna:v e ep 36d2¢%1aa: ( )
tl t2

Der Term t1 konvergiert bei steigendem N gegen null und enthélt keine weiteren unbelegten

Variablen, es muss also noch t2 gegen null konvergieren, damit (3.69)) gegen eins konvergiert.

Dafiir muss lim A%2N = lim v2’N"2'N = lim v2N'727 = oo gelten. Diese Bedingung
N N—ro00 N—o0

—00
ist erfiillt, wenn vy < 1/2 gilt.

Auch hier miissen wir darauf achten, dass der Term unter der Wurzel

Mma:v¢§nax 82d? Mgnax ¢6

max

nicht negativ ist. Dies ist bei (8 + A)/(Mmaz®raz)) < ((02n)/ (82d2 M2, 1, 85.4.)) gegeben.
Solange die Ungleichung fiir eine kleinste Stichprobengrdfle gilt, gilt sie auch fiir alle grofleren
Stichprobengrofien. Genauso wie beim MLE wéahlen wir als kleinste Stichprobengréfie
einfachheitshalber NV = 1, auch wenn die untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit dafur
negativ ist.
VW P
Mmax ¢§nax 82d2 MTQna:r ¢$na$
2
Pmin
82d2Mm(l"E¢73TLa$
2
Pmin

82 d2 Mmax ¢§na,:1}

0<

O<v4+w<

=s0<ov<

v kénnen wir mit [ € (0,1) als

Pri
75 (3.70)

definieren. Jetzt kénnen wir w in Abhéngigkeit von v wihlen:

P
V4w < mn
82d2Mmax¢$naa:
2 2

l mwn + w < mn

2
p .
sw < (1-1 mm
( ) 82d2Mmax¢§nax
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Also definieren wir w mit a € (0, 1) als

2
Pmin
w = a(]_ — l) 82d2 maxqb;:’naz (371)

Wenn wir nun (3.70) und (3.71) in (3.68) unter der Bedingung, dass A\ = wN~7 und
B =vN77 gilt

2 2
Pini _ Pimi -
A=a(l—1 min N =1 min N~ 3.72
( )82d2Mma$q§§nax p 822 Mpaz 3,00 (3.72)

, einfiigen, dann erhalten wir:

po | lEEem N a0 Demmite N g p
Mmaard)gnax 82d2M'r2nax ?nax 8deax¢§nax
5 2
- ‘%“ B Ve R 3 VR IS )
=—/—(+a(l=0D)N-7+1 +
\/ ( ( )) SdeaxQZ)?nax Sdeaar(b?naac
Pmin
=(1-+v—(+a(l-1 N*V+1)7
( \/ ( ( )) 8deaaf¢§nax
— Pmin
1—+v—-N— 1) TV ‘
Als B kénnen wir nun (3.73]) wéhlen. Dann gilt bei A < (1 — Z)WMN -
| | 8dMimaz®Drar T

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens

4 2p71-2 2
Prinl N7 2 NCin
1 — 2dexp (— AN 5 > — 2md* exp _736d2¢4 .

max max

3.2.8 Anmerkung (PAC-Schranke). Genauso wie beim MLE iiberlegen wir in welchem
Bereich ||ul|; = B liegen muss, ausgehend von unsrer unteren Schranke fiir G, damit
G(u) > 0 gilt, sodass wir B, wie in Theorem beschrieben, als eine Schranke fir den
Fehler nutzen kénnen. Um ein solches B zu finden, wird in (3.68]) eine untere Schranke fiir B
aufgestellt, sodass diese Bedingung erfiillt ist. Es bleibt also nur, A und 5 so zu wahlen, dass
diese untere Schranke giiltig ist, und sie bei steigendem N gegen null konvergiert, wahrend
die Wahrscheinlichkeit gegen eins konvergiert. Dazu muss B etwas grofler als diese untere

.o 2
Schranke gewéhlt werden. Nach einigen Uberlegungen wahlen wir 5 =1 W\ZWN -

2
und A < (1 — Z)W\ZWN*T Hétten wir A = (1 —1) N~7 gewdhlt, dann

= Pin =
max 82d? MmaxP3aa
wére die untere Schranke fiir B grofler als die bisherige, weswegen wir diese als unser B

wahlen konnen.
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Stichprobenkomplexitit

Um die Stichprobenkomplexitéit zu erhalten, miissen wir die Stichprobengréfle berechnen,
die nétig ist, damit |@* —8)|); < e mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1—4 gilt. Als
erstes berechnen wir v in Abhéngigkeit von d. Da es schwierig ist, mit der Wahrscheinlichkeit
zu rechnen, vereinfachen wir sie zuerst:

4 72 p71—2y 2
2d exp ( W) 4 2md? exp ( NCmm)

215d4M§zam ?nax 36d? ;lna;c

4 2p71-2 1-2 2

Pt AN ) Ni-2v¢2.
<9d _ min 29md _ min
SR < 215d4M;4nax ?nax) amd e 36d2¢471nax

O, BN o Chy PN
§2d exp —W + 2md exXp | — 215d4Mmaz¢8

max T max max

4 2N1—2'y
:(2d+2md2)exp( Cmml)

T ol gANfA 48

max max

Diese Abschétzung gilt nur, wenn ¢y,q, > 1 gilt. Wir kénnen nun diese obere Schranke fiir
die Berechnung von v verwenden.

04 ) 12N172’y
_ 2 min
(5 = (2d+ 2md )eXp <—%>
Chu PN
CL. N2 2d + 2md?
M e e ]
2d + 2md?>\ 2Yd* M}, 08, .,
<:>N1—2’y — log d+2md d 4maw max
) Crinl?

2d + 2md*\ 2Y%d* M2, 5
(1 —2v)log(N) = log <log ( +am )

5 Cci 12 )

min

K
K

1
157 log(N)

(3.75)

Als zweites berechnen wir N, sodass [|0* — 6|, < B < € gilt. Auch hier kénnen wir die von
uns aufgestellte Schranke nicht gut verwenden, da wir wieder auf das gleiche Problem des
Quadrierens stoflen wiirden wie beim MLE. Aus diesem Grund nutzen wir die Schranke

— Pmin _ Pmin
1—-V—N—"7f1)—tmmn N _FPmin 3.76
( +1) 8dMmazray —  8AMmag®day (3.76)

max max
weil wir schon beim MLE gezeigt haben, dass (1 —V-N—7+ 1) < N77 gilt (3.38]).
—y Pmin <
8deax¢%1ax N
8dMmaz Dpnas .
Pmin

3
— < 8deaa:¢maz€

Pmin

& —vlog(N) < log<

€
SN L
SN

8deaa: d):?nax 6)

Pmin
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Nun koénnen wir v aus (3.75|) einfiigen:

1 K 8dMomaz 9}
— | == ———)log(N) <log | —————— 4%,
(2 210g(N)> B() < log ( Pmin
dM, 3
& —log(N) + K < 2log Me
Pmin
AM oz 2
<N >exp | K —2log Me
Pmin
oN > log 2d + 2md2 29d2M72naa:¢?nazp12nin
- ) Ca. 1262

Womit Theorem [3.2.2] bewiesen ist.

3.2.9 Anmerkung (Stichprobenkomlexitit). Die Vorgehensweise zum Berechnen der
Stichprobenkomplexitiat des MCLE ist identisch zu der fiir den MLE, der einzige Unterschied
ist, dass zwei von unseren Schranken der Terme, eine Wahrscheinlichkeit haben zu scheitern.
Deswegen muss die gemeinsame Wahrscheinlichkeit in vereinfacht werden und erst

danach die iiblichen Schritte zur Berechnung durchgefithrt werden.

3.2.2 Diskussion MCLE

Genauso wie beim MLE ist es das Ziel des Beweises, eine PAC-Schranke und eine Stich-
probenkomplexitdt herzuleiten. Die Struktur des Beweises ist dhnlich wie beim MLE,
auch hier haben wir eine Funktion G(u) definiert, die die gleichen Eigenschaften hat wie
beim MLE. Auch hier entstehen durch die Taylorformel drei Terme, fiir die eine untere
Schranke in Abhéngigkeit von ||u|l; = B zu finden ist, damit wir B so wéhlen kénnen,
dass G(u) > 0 gilt. Der groite Unterschied im Vergleich zu der Herleitung des MLE und
die grofite Schwierigkeit ist, dass die Log-Composite-Likelihood aus einer Summe von
Likelihood-Komponenten besteht. Deswegen miissen wir bei jedem Term darauf achten,
dass wir tiber alle diese Komponenten summieren, um eine untere Schranke zu bestimmen.
Der zweite Term fordert dafiir die meisten Uberlegungen, welche in [4] nicht im Detail
beschrieben sind. Eine solche Uberlegung ist die Nutzung des reduzierten Vektors ¢ B; (vel.
. Diese ist wichtig, da die reduzierte Funktion ¢p; minimal ist, solange ¢ minimal ist
(vgl. , sodass die minimalen Eigenwerte der Hessematrizen der wahren reduzierten
Komponenten tatséchlich nicht null sind (siehe Beweis . Eine weitere Feststellung
ist, dass die Log-Composite-Likelihood alle Dimensionen von ¢ abdecken muss, damit die
Composite-Likelihood konsistent ist. Dies ist eine Bedingung damit dieser Beweis giiltig ist.

Bradley und Guestrin| stellen folgende Proposition auf:

3.2.10 Proposition. Wenn jede Zufallsvariable im Zufallsvektor in genau einer Kompo-

nente vorkommt, dann ist der MCLE konsistent.
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Wie beim Berechnen der unteren Schranke fiir den zweiten Term angemerkt ist (vgl.
(3.59))), ist es nur wichtig, dass alle Dimensionen von ¢ von der Log-Composite-Likelihood
abgedeckt sind. Dies ist der Fall, wenn jede Zufallsvariable in mindestens einer Komponente
vorkommt. Der Schétzer ist demnach auch konsistent, wenn eine Zufallsvariable in mehreren
Komponenten vorkommt.

Die Berechnung der PAC-Schranke 1duft dhnlich wie beim MLE ab. Im Gegensatz zum MLE
haben diesmal jedoch zwei von unseren Schranken eine Wahrscheinlichkeit zu scheitern,
weswegen wir die Bonferroni-Ungleichung anwenden, um eine obere Schranke fiir die
Wahrscheinlichkeit aufzustellen, dass eine dieser Schranken scheitert. Basierend darauf
berechnen wir, mit den gleichen Uberlegungen wie beim MLE, eine PAC-Schranke, die
nicht direkt zur Berechnung der Stichprobenkomplexitit geeignet ist. Deswegen nutzen wir
eine obere Schranke der PAC-Schranke, wodurch ein dhnliches Resultat entsteht wie bei

Bradley und Guestrinl

3.3 Diskussion

Betrachten wir nun die Gemeinsamkeiten zwischen den Schranken fiir den MLE und den
MCLE. Beide Schranken hdngen von den Werten Cl;p, und ¢pqq. ab. Der Wert ¢4, ist in
beiden Fallen der grofite absolute Wert, den ein Eintrag im Vektor ¢(X) annehmen kann.
Es wire jedoch moglich, die minimale suffiziente Statistik ¢ mit dem Faktor 1/¢q, zu
skalieren, wodurch der wahre Parameter 8* mit ¢y,q, skaliert wird, sodass ¢q, immer
eins ist. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wiirde sich so auch nicht dndern, da
1

<¢max

gilt. Der minimale Eigenwert C,;,, éndert sich jedoch, sodass durch diese Umrechnung der

¢(X)v ¢maxa> = <¢(X)a 0>

ehemalige Einfluss von ¢4, auch durch Cy,;, ausgedriickt wird.

Der Wert von Cl;yp, ist jedoch fiir MCLE und MLE unterschiedlich definiert. Im Falle des
MCLE ist er definiert als Crnin = minjegr  my Amin(V?£4,(6%)) und im Falle des MLE
definiert als Crnin = Amin(VZ0L(0%)).

An beiden Schranken ldsst sich gut erkennen, dass die Stichprobenkomplexitét fir die
jeweilig definierten Ch,;y, kleiner ist, je grofler Ch;y ist. Es stellt sich jedoch das Problem,
dass beide Definitionen vom - unter realen Umsténden unbekannten - wahren Parameter
0* abhingen. Und obwohl C,,;, > 0 gilt, kann der Wert beliebig klein sein. Die Schranken
in [4] und [26] nutzen jedoch auch diesen Parameter. Ein weiterer Nachteil ist, dass der
Regularisierungsparameter fiir MLE und MCLE so gewéhlt werden musste, dass der Beweis
an den Stellen und funktioniert. Es wére wiinschenswerter eine Schranke zu
erhalten, die von einem frei wéihlbaren A abhéngt.

Betrachten wir weiter den Wert der berechneten Stichprobenkomplexitit des MLE. Es ldsst

sich feststellen, dass laut ihr die Anzahl an Stichproben, die benétigt werden sehr hoch ist.



48 KAPITEL 3. STICHPROBENKOMPLEXITAT VON MLE UND MPLE

Sei zum Beispiel d = 21, Cppipn = 0,01,1 = 1/2 und ¢ynae = 1. Der Wert von ¢4, und von
d entspricht einem bindren Zufallsvektor mit einem 3 x 3-Gittergraphen als MRF. Wenn
wir einen Fehler von ¢ = 21 mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — § = 0, 67 erhalten wollen,
dann brauchten wir 6203305 Stichproben. Diese Anzahl an Stichproben scheint fiir ein
so kleines Modell und einen relativ grofien Fehler unrealistisch. Deswegen werden wir in

synthetischen Experimenten diese Vermutung priifen.



Kapitel 4
Experimente

In diesem Kapitel betrachten wir einige synthetische Experimente, um unsere Schranken
zu priifen. Fiir die Experimente benutzen wir quadratische Gittergraphen der Groéfien
n=4,n=9, n=16.
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(a) 2 x 2-Gitter (b) 3 x 3-Gitter (c) 4 x 4-Gitter

()
/
()
N\
()
N

)
/

O

Abbildung 4.1: Beispiel Gittergraphen

Diese kleinen Gréfien werden gewihlt, da die Grofie ihres Zustandsraums mit 24, 29 und 216
noch klein ist, und die Berechnung des MLE moglich. Weiterhin beschrianken wir uns auf
Ising-Modelle, bindre MRFs, da fir diese die minimale suffiziente Statistik ¢(X) bekannt
ist [28].

P(x) = exp (Z O,x, + Z Oxsx — A(G)) (4.1)

seV (s,t)eE

Obwohl der Regularisierungsparameter laut PAC-Schranke nicht null sein soll, dafir aber
beliebig nah an null, wurde zur Vereinfachung der Experimente keine Regularisierung
verwendet. Zur Anlehnung an [4] wurde [ = 1/2 fir die Schranke gewéhlt.
Wir haben fiir jede GittergroBe zufillig gleichverteilt Parametervektoren 8 aus [—5, 5]¢
gewahlt und die Hessematrix, so wie sie in beschrieben ist, bestimmt. Daraufthin
haben wir den dazugehoérigen minimalen Eigenwert berechnet. Dies haben wir solange

wiederholt, bis wir 500 Parametervektoren hatten, deren minimale Eigenwerte iiber das

49
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Intervall (1078,1073) spannen. Danach wurden fiir jedes Modell und jeden Parameter
10000 Strichproben gezogen. Diese nutzen wir um fiir verschiedene Stichprobengrofien die
L1-Abweichung zwischen dem wahren * und dem von MLE bzw. dem MPLE bestimmten
6 zu berechnen. Das zichen der Stichproben, sowie die Schitzung des MLE und MPLE
werden mithilfe von der PX-Softwardl] berechnet.

Der MLE und der MPLE von MRFs existieren haufig nicht in geschlossener Form, dies
bedeutet, dass ein Optimierungsverfahren notwendig ist, um diese Werte zu berechnen. Die
Log-Likelihood ist, wie wir sie definiert haben, konvex und ihr Minimum ist der MLE. Das
Minimum einer konvexen Funktion befindet sich an der Stelle, wo der Gradient null ist.
Ein mogliches Optimierungverfahren zur bestimmung des Punktes an dem der Gradient
null ist, ist der Gradientenabstieg. Dabei wird der Parameter iterativ mit einer bestimmten
Schrittweite in Richtung des negativen Gradienten angepasst, sodass nach einer endlichen
Anzahl an Iterationen der Parameter, wo der Gradient null ist gefunden wird. Eine weitere
Version des Gradientenabstiesverfahrens ist der beschleunigte Gradientenabstieg von Nesto-
rov, bei dem die Schrittweite bei jeder Iteration angepasst wird, sodass weniger Iterationen
notwendig sind [27]. Die PX-Software nutzt den beschleunigten Gradientenabstieg. Fiir
diese Experimente wurden tausend Iterationen dieser Methode durchgefiihrt, da danach

kein Unterschied im Gradienten mehr bemerkbar war.

4.1 MLE

Als erstes betrachten wir den 11-Fehler des MLE aus unseren Schétzungen, in Abhéngigkeit
von der Stichprobengréfie N und vergleichen ihn mit dem Fehler, den unsere Schranke
fiir diese Stichprobengrofie beschreiben wiirde. Dafiir haben wir die Stichprobengréfien
{10, 25, 50, 75, 100, 250, 500, 750, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000, 10000}
gewéhlt und fiir jeden Parametervektor und jede dieser Stichprobengréfien den MLE be-
stimmt. Da es sich um 500 Parametervektoren mit unterschiedlichen C,;, handelt die alle
einen unterschiedlichen Fehler und unterschiedliche Schranken aufweisen, ist der Fehler in

Form eines Boxplots dargestellt.

"https://randomfields.org
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Abbildung 4.2: Beispiel Boxplot

Der Kasten eines Boxplots beinhaltet 50% der Datenpunkte, sodass die obere Grenze
des Kastens das obere Quartil ()3 und die untere Grenze das untere Quartil ¢); darstellt,
wahrend der gelbe Strich im Kasten den Median darstellt. Die Antennen reichen bis zu den
minimalen und maximalen Datenpunkt, solange diese innerhalb von Q3 + (Q3 — @1)1.5
beziehungsweise Q1 — (Q3 — @1)1.5 liegen. Wenn der minimale oder maximale Datenpunkt
auBlerhalb dieser Reichweite liegt, dann ist er als Ausreifler mit dem Zeichen + {iiber

beziehungsweise unter der Antenne gekennzeichnet.

Die x- und y-Achsen aller folgenden Grafiken logarithmische skaliert.
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Abbildung 4.3: 11-Fehler des MLE tiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von der Stichprobengrofie
bei dem 2 x 2-Gitter in log-log-scale.
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Abbildung 4.4: 11-Fehler des MLE tiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von der Stichprobengrofie
bei dem 3 x 3-Gitter in log-log-scale.

, % + 10104
10“ 4
!
* *
— * — 108 3
2 : 2
& TR
o o 1074
101 4
1064
105 4
104 4
10! 102 103 104 10! 102 103 104
Stichprobengrofe N StichprobengrofRe N
(a) empirisch aus den Daten (b) Nach der Schranke

Abbildung 4.5: 11-Fehler des MLE iiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von der Stichprobengréfie
bei dem 4 x 4-Gitter in log-log-scale.

Dadurch, dass die Parametervektoren so gewahlt wurden, dass ihre dazugehorigen Chyin
gleichméBig ber ein Intervall verteilt sind, sieht der Boxplot fiir die obere Schranke
sehr gleichméfBig aus. Die Varianz, die durch die Antennen erkennbar ist, ist durch die
logarithmische Skalierung verzehrt, sodass die Abweichung nach unten gréfler erscheint
als nach oben, obwohl dies nicht unbedingt der Fall ist. Dafiir l4sst sich mithilfe dieser
Skalierung der Zusammenhang zwischen der Schranke und dem Schétzer erkennen.

Es ldsst sich hier jedoch trotzdem an der y-Achse erkennen, dass der Fehler fiir die
empirischen Schatzungen deutlich kleiner ist als der Fehler den wir erhalten, wenn wir die

Stichprobenkomplexitét [3.1.2] nach dem Fehler € umstellen.
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Da die Stichprobenkomplexitit vom minimalen Eigenwert der Hessematrix der Log-

Likelihood C,;, abhéngt, betrachten wir diese Abhéngigkeit auf unseren empirischen

Daten.
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Abbildung 4.6: Vergleich zwischen dem 11-Fehler iiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von Cy,in
bei einer Stichprobengréfie von N = 10000 fiir die 2 x 2-Gitter in log-log-scale.
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Abbildung 4.7: Vergleich zwischen dem 11-Fehler iiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von Ci,;p,
bei einer Stichprobengréfie von N = 10000 fiir die 3 x 3-Gitter in log-log-scale.



54 KAPITEL 4. EXPERIMENTE

Ld
'y
e
3
(i
A8
T
-
<

11 Error
=
A
(3]
Jeit
v :{“ )
e * L)
.-( b 20
P} ?_§
Y
s 2° 8
4
» L)
*
?f
'l
»
I1 Error
= =
< <
\\

o E "
1044 /
103 104 10° 106 107 108 103 104 10° 106 107 108
1/Cmin 1/Cmin
(a) geschétzter 11-Fehler (b) 11-Fehler-Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit 1—¢§ =
0.67

Abbildung 4.8: Vergleich zwischen dem 11-Fehler iiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von Cj,in
bei einer Stichprobengréfie von N = 10000 fir die 4 x 4-Gitter in log-log-scale.

Fiir jede Gittergrofie sind zwei Diagramme nebeneinander zu sehen. Auf der linken Seite
ist der 11-Fehler des MLE bei einer Stichprobengréie von N = 10000 in Abhéngigkeit von
Cinin fir jeden Parametervektor als Punkt zu sehen. Auf der rechten Seite ist der Fehler,
fir die Wahrscheinlichkeit 1 —§ = 0.67 und | = 1/2, aus der Schranke zu sehen.

Es lasst sich erkennen, dass der Fehler durch die Maximum-Likelihood, den wir aus den
synthetischen Daten berechnet haben, und die Fehler-Schranke weit voneinander entfernt
sind. Der 11-Fehler aus den Daten ist deutlich niedriger als die Schranke, aber das Verhalten
beziglich C,;, ist tatsdchlich dhnlich.

4.2 MPLE

Fir den MPLE ist jede Zufallsvariable im Zufallsvektor eine Komponente. Dadurch,
dass in der minimalen Statistik von Ising-Modellen fiir jeden Knoten es einen Eintrag
gibt, sodass p; = Amin(vzch(B*)t) gilt, sind ppin und Chu gleich. Deswegen ist die
Stichprobenkomplexitét in diesem Fall nur von C,y,;, abhéngig. Auf Grund der anderen
Definition von Cynp (vgl. ) fiir den MPLE, wurde Ci,;n, geméf dieser Definition fiir

alle Parametervektoren neu berechnet.

Die Experimente sind dhnlich zu denen bei der Betrachtung des MLEs, mit identischen
Parameterverktoren und verwendeten Daten, sowie 0 und [. Die neu berechneten C,,;,

lagen auch auf einem &hnlichen Intervall.
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Abbildung 4.9: 11-Fehler des MPLE iiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von der Stichprobengrofie
bei dem 2 x 2-Gitter in log-log-scale.
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Abbildung 4.10: 11-Fehler des MPLE iiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von der Stichproben-
grofle bei dem 3 x 3-Gitter in log-log-scale.
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Abbildung 4.11: 11-Fehler des MPLE iiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von der Stichproben-
grofle bei dem 4 x 4 -Gitter in log-log-scale.

Auch beim MPLE kénnen wir beobachten, dass der Fehler deutlich kleiner ist als die berech-
nete Schranke andeutet. Obwohl der Fehler kleiner ist, scheint er jedoch in Abhéngigkeit

von N, vor allem fiir das 3 x 3- und 4 x 4-Gitter langsamer zu fallen als die Schranke.
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Abbildung 4.12: Vergleich zwischen dem 11-Fehler iiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von C),p,
bei einer Stichprobengréfie von N = 10000 fiir die 2 x 2-Gitter in log-log-scale.



4.2. MPLE o7

R
102 | A} ° 109 J
108 4
s S
LE LE 107 4
= s
106 4 /
101 4
105 4
103 104 105 106 107 108 10° 10 10° 106 107 108
1/Cmin 1/Cmin
(a) geschétzter 11-Fehler (b) 11-Fehler-Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit 1—§ =
0.67

Abbildung 4.13: Vergleich zwischen dem 11-Fehler tiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von Ciip
bei einer Stichprobengréfie von N = 10000 fir die 3 x 3-Gitter in log-log-scale.
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Abbildung 4.14: Vergleich zwischen dem 11-Fehler iiber 500 Parameter in Abhéngigkeit von Ci,;p,
bei einer Stichprobengréfie von N = 10000 fiir die 4 x 4-Gitter in log-log-scale.

Auch hier lésst sich ein deutlicher Zusammenhang zwischen dem minimalen Eigenwert
und dem l1-Fehler erkennen. Wenn die Boxplots bei N = 10000 fiir den MPLE betrachtet
werden, dann ldsst sich erkennen, dass die Antennen sehr weit nach unten reichen. An den

Grafiken nach C,;, ist erkennbar, dass dies die Parametervektoren sind, deren Hessematrix

einen grofleren minimalen Eigenwert haben.
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4.3 Vergleich

Im Vergleich der MPL-Schétzung und der ML-Schétzung, ist auffillig, dass der MPLE fiir

kleinere Stichproben einen deutlich gréfleren Fehler aufweist.
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Abbildung 4.15: Vergleich 3 x 3-Gitter

Weiterhin ldsst sich feststellen, dass der Median des MPLE in Abhéngigkeit von N langsamer
sinkt. Der Unterschied zwischen dem Fehler fiir die unterschiedlich groien Modelle ist fiir
dem MPLE auch deutlich gréfler als beim MPLE. Wéhrend der 11-Fehler des MLE im
Median fiir eine Stichprobengréfie von 10000, fir das 2 x 2-Gitter bei ca. 4, das 3 x 3-Gitter
bei ca. 11 und das 4 x 4-Gitter bei ca. 21 liegt, liegt dieser Median beim MPLE in der
gleichen Ordnung bei ungefdhr 7, 68 und 329. Die hohere Effizienz des MLE ist deutlich
erkennbar.

Weiterhin ist der MPLE fiir diese Experimente von der Laufzeit langsamer als der MLE,
da die Zustandsrdume dieser Ising-Modelle klein sind und die Partitionsfunktion fiir
jeden Parametervektor nur ein Mal berechnet werden muss. Bei dem MPLE héngen die
Partitionsfunktionen der Komponenten von der Stichprobe ab, sodass sie fiir jede Stichprobe
neu berechnet werden miissen. Die Laufzeit des MPLE héngt weniger vom Zustandsraum
und mehr von der Stichprobengréfie ab. Dadurch, dass der Zustandsraum in unseren
Experimenten klein ist, liefert der MPLE keinen Vorteil beziiglich der Laufzeit. Fiir groflere
Modelle ist dies nicht der Fall.
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Fazit

In dieser Arbeit wurde der Beweis aus [4] aufgearbeitet und auf MRFs angewendet. Dadurch
wurde eine PAC-Schranke und eine Schranke fiir die Stichprobenkomplexiét fiir den regula-
risierten MLE und den regularisierten konsistenten MCLE aufgestellt. Beide Schranken
gelten fiir Exponentialfamilien in minimaler Darstellung. Der Grofiteil des Beweises bleibt,
im Vergleich zu [4] unverdndert, es werden jedoch einige Details genauer erklért.

Die PAC-Schranken von [Bradley und Guestrin| lassen sich zum Ende des Beweises durch
andere Uberlegungen und durch die Wahl eines kleineren Regularisierungsparameters
A verbessern, diese Verbesserung kann jedoch nicht genutzt werden um eine bessere
Stichprobenkomplexitéit zu berechnen. Deswegen sind sich die Stichprobenkomplexitéten
sehr &hnlich.

Die Stichprobenkomplexitit des MLE ist kleiner als die des MPLE, was an der grofle-
ren Wahrscheinlichkeit der PAC-Schranke und den unterschiedlichen Parametern C,,;p,
liegt, wobei Cypip fiir den MLE als Apin (V21 (0%)) definiert ist und fiir den MCLE als
M1, m} V2oL (6%) 4; definiert ist. Beide Cpn hiingen von dem wahren Parameter 6*
ab und sind somit unter realen Umsténden nicht bekannt. Dies ist das groBte Problem des
Beweises und der Grund warum nur synthetische Experimente zum Priifen der Schranke
moglich sind. Ein weiteres Problem ist, dass der Regularisierungsparameter A fiir die
Giiltigkeit der PAC-Schranke sehr begrenzt ist.

In den Experimenten wurden Ising-Modelle benutzt, um die Schranken mit dem Fehler
des, aus den synthetischen Daten resultierenden, Schétzers zu vergleichen. Ising-Modelle
haben den Vorteil, dass die minimale suffiziente Statistik bekannt ist.

Es ist aus den Experimenten erkennbar, dass eine deutlich kleinere Anzahl an Daten fiir
die ausgewahlten kleinen Modelle reicht, um einen hinreichend kleinen Fehler zu erzielen,
als die Schranke vorgibt. Die Abhéngigkeit des Fehlers von C,;, konnte fiir den MLE und
MPLE, genauso wie bei Bradley und Guestrin, auch in den synthetischen Experimenten

erkannt werden.
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Anhang A

Weliltere Informationen

A.1 Weitere genutzte Siatze und Definitionen der Wahrschein-

lichkeitstheorie

A.1.1 Theorem (Bonferroni-Ungleichung [12]). Seinen E;, miti € 1,...,n beliebige

Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt

P(O E) < S P(E) . (A1)
] 1

=1 1=

A.1.2 Theorem (Hoeffding Ungleichung [14]). Seien X, ..., Xn unabhdingige Zufalls-
variablen und X = +(X1+...4Xn). Sei der Wert jeder Zufallsvariable X; miti € {1,...,N}

durch das Intervall [a;, b;] begrenzt, dann gilt

— — 2n?t?
P(|X —E[X][ > ¢) < 2exp <_Nl(b—a)2> (A.2)

A.1.3 Definition (Erwartungstreue[12]). Ein Schiitzer @y von @ iiber N Realisierun-
gen einer Zufallsvariable X wird erwartungstreu genannt, wenn E(@ ~N) = 0%. Wobei 6*

den Parameter der Verteilung bezeichnet, aus der die N Realisierungen erzeugt wurden.

A.1.4 Definition (Konsistenz [12]). Ein Schitzer 8y von 6* iiber N Beobachtungen
einer Zufallsvariable X wird konsistent genannt, wenn bei wachsendem N On gegen 0

konvergiert.
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A.2 Mathematische Grundlagen

A.2.1 Eigenwerte

A.2.1 Theorem (Satz von Courant-Fischer [15]). Sei A € R"*" eine symmetrische
Matriz mit den Eigenwerten Ay < Ay < -+ < A\, und sei S¥ mit k € {1,2,...,n} die

Menge aller k-dimensionaler Untervektorraum von R™*™  dann gilt fir k € {1,2,...,n}
A A
Ak = min max (z, Az) = max min (z, Az) (A.3)
SeSk x:0#£x€S <£L’, :L'> S:SeSn—k+1 z:0#£x€S <:E, l‘>
Dies bedeutet fiir k= 1:
2T Ax
A1 = min
a#£0 (1)
Und fiir k =n:
T Ax
Ap, = mMax
1£0 (T, T)
Da (z,z) = ||z||3 = ||z|l2||z||l2 gilt, kénnen im Zihler x und xT durch ||z||2 geteilt werden,
weswegen MaXy£o % = MaxX||z||,=1 2T Az und min, g % = MiN|jz(,=1 2T Ax geschrie-

ben werden kann.

A.2.2 Normen

A.2.2 Theorem (Ho6lder-Ungleichung [15]). Fir alle messbaren Funktionen f,g und
fir alle p,q € R mit }3 + % =1 gilt

gl < 1 fllpllgllg » (A.4)

mit einer Gleichheit nur wenn |f|P und |g|? linear von einander abhdngig sind.

A.2.3 Definition (Frobeniusnorm [24]). Sei A € R™™™ mit n,m € N eine Matrix,

dann ist die Frobeniusnorm || A||p der Matrix A definiert als

IAllF = [DD A% (A.5)
i=1j=1



A.3. ABLEITUNGEN
A.3 Ableitungen
A.3.1 Log-Likelihood
Erste Ableitung

Jeder Eintrag im Gradient an der Stelle t € 1,...,d ist V[{1(0)], = 30, 9.01(8):

N
36,9) = 55 3 2= (~0.0) + 40)

1Y i, 0
= v 2 (o + g, 40))

1 N
:N;< o(x’ t—i—aTlogZexp )
_ 1y <_¢<wi> 1 (Z exp((0, 6()))6(x) ))
N (Zaexp((0, o)) 5 TP t

I
2|~
'MZ

@
I
=

—¢(x'): + Eg [¢(Xj)tD

—(x"); + Eg [6(X)4]

I
=i
=

@
Il
—

Zweite Ableitung

g 1) = o VJ; (—f + Eg 6(X)])
SE9) (f)k Y exp((8.0(w)) - A<0>>¢<w>t>
-3 (z exp((0, 6(2) — A(8))d(e)u(d(w)s — Egld(X) 1>)
-3 (z exp((8, 6(2)) — AO))(H(@)d(@)r) — Egld( X E[¢<X)k]>>
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Dritte Ableitung

0
00

0
00

:a‘zs (Z exp((8, 6(x)) — A(8))d(@) ()i — Eold(X )i] Eg[d(X M)

T

= _(exp((8, p(x)) — A(6))(6(x)s — Eo[d(X)s]) b (@)1 ()1)

Vsz(e)t,k =

(Bolo(X)e6(X)i] — Eolo(X7):] Eg[6(X )]

Eg[¢
Eg[¢

X)k] E[p(X)s])

] = Eolo(
| —Ea[o(X )] Eg[o(X)s])

Fiir %VWL(G) gilt nun:

0
00

V21(8) =Eg[6(X)s6(X)®] — Eg[d(X)* Eg[d(X)s] + 2 E[6(X)s] Eg[o( X))

A.3.2 Log-Composite-Likelihood

Erste Ableitung

<<GB] ) ¢Bj (wz)>) + log (Z eXp(<ij ) ¢Bj (wi% ) wZ\AJ)>)> )

’
x',
AJ

N m % Zx%‘eXp“aBﬁ(bB‘,(iE’jawi )
-¥ 1Y —¢Bj<xi>t+‘%( : - )
~ (52, xpl(0,.0m, (), 2ty

Yar, exp((05,, 0, (@l @y )o@, mgA)t)

J

N
D30 Dl BT .
i=1 jiteB; (Zﬂf'f;j exp((0B;, ¢, (:B;;jaivl\Aj»))

1 al 7 %
— ¥ S (0 + Eryx 0 (Xl )
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Zweite Ableitung

(—¢(wi)t + EIP’G(X’Aj @) [6(X s, 33<Aj )t])

1 (9 i a / [
=~ Z N <89k —o(x") + 89kEPG(X%J-|$<AJ.)[¢(XAJ’w\AJ’)t]>
5 ZmlAJ_ (exp((OBj,<Z5B]-(~’13f4j,wiAj)»‘Zs(w%jawiAj)t)
<in4] exp((OBj ; ¢Bj (',1:14] ) ',L'<AJ)>)>

An dieser Stelle nutzen wir die Produktregel und fithren zum verkiirzen der Formeln die

Notation ¢() (Ta,) = ¢Bj(mAj,m<Aj) ein.

Zx/AJ_ (exp(<03j’¢(i) (fﬂfaxj)))QS(i) (foj)kqs(i) ($ﬁ4j)t)
i=1 j:t,k€B; (Zx/Aj exp((0p;, b5, (s, xz@j»))
o, (exp((05,,0 (@ ))0 (@) )

J

- S exp((0, 6@, )6 @
S, (08,08, (@ wl,))

<

N\

1 . )
NZ Z (EPB(XA |;1;\A )[QS(XAj?:cl\Aj)k¢(XAj7xZ\Aj)t:|

1=1j:t,keB;

2t exp((05;, ¢ RICTINERICIRE 2t exp((05;, ¢ (@) (i

J J

( 2y, OXP ((0B;, ¢, (), , = \A )>)> (Zx/Aj eXp(<ija¢Bj(w’Ajaw<Aj)>))
1
N

Dritte Ableitung

0
00

o 1 4 . . .
7. NZ > (BHo(X ay @l g k(X ;@) )i] — ENo(X a4 ] B [0(X @4 1))
i=1 j:t,k€B;

Vo0, =
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Da die Ableitung von E; [p(X Aiji Aj) k] durch vorherige Berechnungen schon bekannt
ist (A.8), konnen wie die Ableitgng fir IE; [P(X 4,, ml\ A]-) kO(X Aj,az< Aj)t] daraus herleiten
und fiir den Term E[¢(X Ap Ty Aj)k] E:[p(X ATy, )t] kann einfach die Produktregel
benutzt werden. Weiterhin werden wir von hier aus wieder die abgekiirzte Notation

o(X 4,) = ¢Bj(XAj,:L'<Aj) nutzen.

=

=2 > (B (X )k (X a))e6' (X a,)s] — ES[ (X a, )1 (X a))1 S 6 (X )]
i=1 j:t,k€B;

— (B5[0" (X a, )R (ES [0 (X 4, )" (X, )s] — B[00 ( X, )] B (67 (X, )s])
+Ej [0 (X a4, )i (B [0 (X a, )00 (X 4,)s] — E5[0" (X a, )e] E§[¢i(XAj)s})))

2|~

N
=23 Y (B )b (X a0 (X )] — B0 (X, )i (X, )] B (X )]
i=1 jit,k€B;
- E; |:¢’L(XAj )k] E; |:¢Z(XA])]€¢’L(XAJ )S] + E; [¢Z(XA])k] E; [¢Z(XAJ)R] E; [¢1(XA])S]
B0 (X 4, ) B (XA, ) (X, )]+ 5167 (X 4, D) L6 (X, ) B (X))
N
=23 S (B XA (X, )8 (X )] — B (X, ) (Xt W B0 (X )]

i=1 j:t,k€B;
— B5[0 (X a, 1) B5[0F(X 4, )60 (X 4,)s] + 2E5[6 (X 4, )i E5[6'(X 4, )] EH[¢'(X 4, )s]
— 5[0 (X 4, ) B [0 (X 4, )6 (X 4,)s])
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