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Support Vector Maschinen

Eine kleine Wiederholung vom letzten Mal.
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Maximal Margin Classifier

Fiir einen gegebenen Datensatz S = {(x1,y1), -, (Xn, ¥n)},
suchen wir eine lineare Funktion g(x) =< S, ¢(x) > + o, die fiir
ein gegebenes x, ein korrespondierendes y vorhersagt.
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Klassifikation

yi € {—1,1} und wir wollen g(x;) < —v wenn y; = —1 und
g(x;) > v sonst. Generell: y; - (< B, é(x;) > +50) > v
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Der Margin fiir einen Datensatz S und eine lineare Funktion g(x)
ist definiert durch: m(S,g) = miny; - g(x;) > .
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Bild SVM
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Abbildung: http : //yottamine.com/machine — learning — svm
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Formalisierung als Optimierungsaufgabe

max ¥ (1)
sty (< B,0(x) > +B0) > (2)
8IP =1 (3)

U e
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Formalisierung als Optimierungsaufgabe als
Minimierungsproblem

min - (4)
sit. —yi (< B,0(x) > +B) +7 <0 (5)
BIP =1 (6)
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Lagrangian (Primales Problem)

LP(ﬂaﬁO,aaA) =
—y =20 (v (< B,0(xi) > +b) +7) + A~ ([[8]? - 1)

Christian Pdlitz
Einfiihrung in das maschinelle Lernen



Partielle Ableitungen
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Lagrangian (Duales Problem)

o Lp(a) =~ ai-aj-yiy - ¢(x)T ¢(x) — max
° Z,'Oéi')/i:0
e ;>0
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Form der Losung

8= % “A- Y s aj-yi-x; und damit ist die Lésung eine lineares
Funktional der Form )" a; - ¢(x;).
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Kernel Methoden

@ Einbettung der Daten in einem Vectorraum V

@ In diesem Vektorraum werden lineare Beziehungen und
trennende Funktionale gesucht

@ Algorithmen arbeiten nicht auf den Elementen von V, sondern
mit paarweisen inneren Produkten < .,. >
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Bild Kernel Methoden

Abbildung:
http : //commons.wikimedia.org /wiki/ File : Kernel_Machine.png
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Kernel

Inneres Produkt in V, das von einer Abbildung ¢ kommt.

o k(x,y) =< ¢(x),o(y) >
@ p:x— p(x)eV
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Beispiel

¢((X17X2)) == (X]?,X%,\/i- X1 'X2) cV = §R3
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Beispiel

¢

Abbildung: http://nlp.stanford.edu/IR-book/html/htmledition/nonlinear-
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Beispiel

Zwei Teilmengen A; und A, einer Menge Q k(A;, Ay) = 24104
ist ein inneres Produkt der Abbildung:

S U:{l,UgA (7)

0,otherwise

U sind Teilmengen von €2, also Elemente der Potentmenge von 2.
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Hilbertraum

Ein vollstandiger normierter Vektorraum mit einem inneren
Produkt < .. > ist ein Hilbertraum.

@ Vollstindig heiBt, dass alle Cauchy Folgen konvergieren

@ Ein Vektorraum ist eine Menge, die beziiglich Addition und
Skalarmultiplikation (mit Skalaren eines bestimmten Korpers)
abgeschlossen ist
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Inneres Produkt

Symmetrische Bilinearform: < a-x,8-y >=a- - < x,y >
Positiv definit: < x,x >>0und < x,x >=0<= x=0

Norminduzierend: ||x|| = /< x, x >

Standard Inner Prduct: < x,y >=Y_x; - y;
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Winkel

<X,y>
IRl

@ 0=0=cosf =1und < x,y >=||x]| ||yl

@ cosf =

@ 0 =7 = cost) =0 und < x,y >= 0 Orthogonalitat
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Darstellung von Riesz

Es existiert eine isometrischer Isomorohismus von einem
Hilbertraum V in seinen (stetigen) Dualraum V’. D.h. jedes
Element f, € V geniigt f,(x) =< x, v >. Die Punktauswertung ist
ein stetiges lineares Funktional. Unsere Abbildungen sind also
innere Produkte, die in einem Argument fest sind. ¢(x) = k(x,.).
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Beispiel

Die Menge aller Folgen reellwertiger Zahlen
h(N) = {(x1,** ,Xn, -+ )| 3. x? < 0o} mit dem inneren Produkt
< X,y >=Y_ x; - yj ist eine Hilberraum.
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Beispiel

Die Menge der quadratintegrierbaren Funktionen
Lo(X) = {f] [ f(x)? - dx < co} mit dem inneren Produkt
<x,y >= [, f(x) - g(x) - dx ist ein Hilbertraum.
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Gram Matrix

Alle paarweise inneren Produkte fiir eine Menge S kdnnen in einer
Matrix Gjj =< ¢(xi), #(x;) >= k(x, y) zusammengefasst werden.
Diese Matrix ist symmetrisch und positiv definit.
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Feature Raum F

Fiir die SVM suchen wir ein lineares Funktional 5 = )" §; - ¢(xi).
Der Raum all dieser Funktionale ist ein Hilberraum (dessen
Vervollstandigung).

F={> bik(x,.)}
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Inneres Produkt in F

Sei f => «aj-k(xj,.) € Fund g => G- k(xi,.) € F. Wir
definiere follgendes innere Produkt:

<f,g>= ZZa, b; - kx,,xj)fZa, x,)—Zb f(x)
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Reproducing Property

<Fok(x,.) >=>"aj-k(xi,.) = f(x)
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Die Abbildungen

¢ : X — R, X muss kein Menge reeller Zahlen sein. Wir kénnen
auch komplexe Strukturen, wie Parse Bdume oder Sequenzen von
Woértern sein.
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Abschlusseigenschaften

e Addition

@ Skalarmultiplikation
@ Multiplikation

@ Verkniipfung
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